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Contexte et motivation

Motivation. Comprendre les déformations (isotopies) des
sous-variétes legendriennes dans les varietés de contact.

~ genéralisation et raffinement de la theorie des noeuds.

Approche locale. (Traynor, 2001) Un germe de sous-variété
legendrienne est donné par une famille géenératrice qui la
décrit comme le graphe d'une fonction multivaluée.

~+ exploiter la theorie de Morse pour construire des invariants
homologiques par isotopie legendrienne.

Mon travail. Mieux appréhender les trajectoires de gradient qui
contribuent au calcul de la différentielle de cette homologie en
m'appuyant sur une conjecture de Henry et Rutherford en 2013.

~ fait émerger un théoreme de compacité.



Un exemple introductif en optique géométrique |

Données.

- Un espace ambiant : R” muni de la métrique euclidienne.

- Des sources lumineuses : X une sous-variété de R" dont
chaque point émet isotropiquement.

- Des observateurs : Y une sous-variété de R".

X front d’onde

Une équidistante d'une ellipse.



Un exemple introductif en optique géométrique Il

La famille de fronts d’onde émis par X est généralement
multivaluee sur 'Y, car plusieurs rayons issus de X peuvent
intersecter Y en un méme point :

Y

mais elle détermine une sous-variété legendrienne A de J'(Y)
décrite par une famille génératrice :

n={ (v g0 Fxn) ) 5o x) = o}

ou F est le chemin optique (principe de Fermat).



Rigidite des sous-variéetés
legendriennes




Structure de contact standard

La forme de contact standard de J'(M) = T*Mq ;) x R; est
donnée par ap = dz— pdg, son noyau est la structure de
contact standard &, de J'(M).

Observation. Le champ de vecteurs 9, engendre ker(d ) et
satisfait ap(9;) = 1, c'est le champ de Reeb de ay.




Sous-variétés legendriennes

Proposition
Soit L une sous-variété de J'(M), si L est partout tangente a &,

C'est-a-dire TL C &, ou encore ag), = 0, alors dim(L) < dim(M).

La distribution & minimise, parmi les champs d'hyperplans
tangents de J'(M), la dimension des sous-variétés qui leur sont
partout tangentes.

Définition

Une sous-variété A de (J'(M), &) est legendrienne si A est
partout tangente a & et dim(A) = dim(M).

Les legendriennes de (J(M), &) maximisent la dimension des
sous-variétés de J'(M) qui sont partout tangentes a &.
Définition S

Une corde de Reeb de A est une trajectoire non constante du
champ de Reeb qui débute et termine sur A.

.




Front d’une sous-variété legendrienne |

Probléme. Comment représenter A de dimension n en
dimension ambiante 2n + 1 (grande codimension)?

Solution. Considérer le front de A qui est 'image de A par la
projection (g, p,2) — (q,2).

Proposition

Les singularités du front de A forment generiquement une
sous-variéte stratifiee de codimension 1, mais l'espace tangent
au front est défini partout et n'est jamais vertical, de sorte que

_ @z

Réciproquement, une partie de J'(M) qui satisfait ces propriétés
est le front d’une unique sous-variété legendrienne de J'(M).




Front d’une sous-variété legendrienne |l

Les sous-variétés legendriennes sont regulieres, mais leurs
fronts peuvent étre singuliers :

= <

Noeud trivial € J/'/R Noeud de tréfle ¢ J/'/R  Sphére triviale c J'R?

Les cordes de Reeb correspondent aux paires de points
verticalement alignés du front en lesquels les espaces
tangents au front sont paralléles.




De la rigidité legendrienne |

Toute sous-variété lisse de J'(M) de dimension dim(M) est
CP-proche d'une sous-variété legendrienne ~» abondance!

Par contre, ces approximations sont multiples :

Théoréme (folklore)
Soit A une sous-variété legendrienne de (J'(M), &), la classe
d’isotopie lisse de A se scinde en une infinite de classes

d’isotopie legendrienne distinctes.

NZA % A
x/é> Y a Yy
L L




De la rigidité legendrienne Il

La topologie algébrique permet de construire des invariants
classiques (r,tb) qui suffissent a établir le théoreme.

onerere,

(r,tb) = (0,—1) (r,tb) =(-1,-2) (r,tb) = (—2,-3) (r,tb) = (—k,—k—1)

Les sous-variétés legendriennes sont petites (codim = n + 1),
mais elles sont encombrantes (difficiles a isotoper).
~+ comportement riche et surprenant!

Rigidite : absence d'obstructions topologiques ne suffit pas a
garantir I'existence d’une isotopie legendrienne.




De la rigidité legendrienne Il

Ces invariants sont néanmoins insuffisants pour attaquer
efficacement la classification des sous-variétes legendriennes.

Théoréme (Tchekanov, 2002)
Les nceuds legendriens de R® qui sont des miroirs de 5, (donc

isotopes comme nceuds topologiques) suivants :

e

ont méme (r,tb), mais ne sont pas legendriennement isotopes.

N




Homologie pour les familles
generatrices




Familles génératrices

Définition
Soit f: My x RN, — R, alors f est une famille génératrice si 0 est
une valeur réguliére de &£: M x RN — (RV)",

Observation. Si f est une famille génératrice, alors

{ (X, gj:(x, n),f(X,n)>

est une sous-variété legendrienne immergéee de (J'(M), &).

(x,m) € g’f; (0) = zf} ,

Attention! Une famille génératrice pour A n’existe pas toujours,
mais c'est localement toujours le cas.




Deux exemples de familles génératrices

Le front de A est obtenu en tracant les valeurs critiques de fx
en fonction de x, c'est le diagramme de Cerf de f.

iR e

@ @ ® ® 6

Les pointes du front correspondent aux naissances et morts de
points critiques dans la famille x — fy.




Deux exemples de familles génératrices

Le front de A est obtenu en tracant les valeurs critiques de fx
en fonction de x, c’est le diagramme de Cerf de f.

1] ¥ L/

©) @ ® @ ® ® @

Les croisements du front correspondent a l'echange de deux
valeurs critiques dans la famille x — f.




Equivalence des familles génératrices

Il existe deux opérations naturelles pour modifier une famille
génératrice sans changer la sous-variété legendrienne décrite :

- Diffeomorphisme fibre.
~ deformer le lieu fibrement critique.

- Stabilisation.
~+ augmenter la dimension de la fibre.

Si deux familles génératrices sont égales a des suites finies de
diffeomorphismes fibrés et de stabilisations prés appliquées a
'une et a l'autre, alors elles sont équivalentes.




Persistance des familles génératrices

Ces opérations sont cruciales pour le résultat suivant :
Théoréme (Tchekanoy, 1996) ‘ ' .
L'existence d’une famille génératrice persiste aux isotopies
legendriennes et sa classe d’equivalence est preservee.

Principe général. Chaque invariant des familles génératrices
permet de construire un invariant des sous-variétés
legendriennes sous-jacentes.

Il suffit d’en prendre 'union sur toutes les classes
d’équivalence de familles géneératrices, ce qui reste difficile.

Exemple o , o
Le nombre de classes d'eéquivalence de familles generatrices

est un invariant legendrien.




Fonction difféerence

Définition
Soit f1,f>: M x RV — R deux familles génératrices de A, alors
leur fonction différence &, 5,: M x RY x RN — R est définie par :

(5f17f2(X, 7717772) = f1(Xa 771) - fZ(Xv 772)'

Observation. En restriction a S = X, xu X, df, 5, mesure la
longueur verticale entre deux branches du front de A.

Proposition N . N
Les points critiques de valeurs critiques strictement positives

de &5, 7, sont en bijection avec les cordes de Reeb de A.

C'est un appel a la théorie de Morse!




Homologie pour les familles génératrices |

Construction. (Traynor, 2001) Le complexe d'une paire de
famille génératrices (fi, f2) de A est défini comme suit :

- Co(f1,f2) est l'espace vectoriel engendre sur Z/2Z par les
points critiques de &, 5, de valeur critique strictement
positive et dont l'indice de Morse est e — N — 1,
~ assure l'invariance par stabilisation.

- et le bord d'une chaine g se calcule ainsi :

O, 5,q = Z #2/2 (M(q,p: b5, 5,,9)/R) P,
PEC|q)—1
ol M(q, p; 07, 5,,9) est l'espace de modules des

trajectoires d'antigradient de 6, 5, pour la metrique g qui
joignent g a p, muni d'une action par translation de R.

Lhomologie de (f1,f2) est HEGq(f1,f2) = ker(9f, 7,)/ im(0¥, 5,)-




Homologie pour les familles génératrices Il

Cette homologie permet de distinguer les nceuds de
Tchekanov (Fuchs-Rutherford, 2011).

Question. Comment calculer HFG ?

Difficulté. Les trajectoires qui interviennent dans le calcul de
O, 5, Ne sont pas tracees directement sur A, mais plutot sur un
fibré vectoriel dans lequel A se plonge via (f1, f2).

~ difference majeure avec la theorie de Morse classique.

~» plongement non canonique et non geométrique =
plusieurs paires de familles génératrices de A peuvent avoir
des homologies differentes.




Dégénerescence de Henry et
Rutherford




Stratégie de Henry et Rutherford

Idée. « Ecraser » les trajectoires d’antigradient de 4y, 5, sur S.

Stratégie (Henry-Rutherford, 2013) Pour s €]0, 1], g une
meétrique riemannienne sur M et gy une meétrique
riemannienne sur RV, introduire

gs = (s7'gn) ® gn @ gn,

et comprendre M(q, p; &, 5,,9s) quand |q| = |p| + Tets — 0.




Escaliers de gradient |

Observation. Soitm € M x RN x RN :

- sim¢s, alors sli% —Vg.6(m) est dirigé selon R,
~» déplacement dans la fibre : fragment vertical.

- sime S, alors sli% —57'V4.6(m) est tangent a S en m.
~ déplacement sur S : fragment horizontal.

Un candidat pour décrire M(q, p; d5, 5, gs) quand s — 0 est :
Définition (F.) . o . .
Un escalier de gradient est une concaténation de trajectoires
de gradient consécutives qui alternent entre fragments
horizontaux et fragments verticaux.




Escaliers de gradient Il

Un exemple d’escalier sur le nceud de tréfle standard de R :

Lensemble des escaliers de g a p est noté M®*<(q, p).




Conjecture des escaliers

Conjecture (Bourgeois-F.)
Si N est generique, alors pour |q| = |p| + 1, il existe 0 < 5o < 1

tel que pour 0 < s < So, M(q, p; d7, ,, gs) et M®°(q, p) sont en
correspondance bijective.

Consequence. HFG,(f) se calcule en « comptant » des
escaliers de gradient, ce qui est plus commode :

- front de A ~ parties horizontales,
- glissements d'anse de f ~ parties verticales

Exemple
Le nceud de tréfle legendrien standard de R® admet au moins

cing familles génératrices non équivalentes (F.).




Une méthode de déemonstration

De tels espaces de modules d'objets brisés interviennent
régulierement dans le calcul de théories homologiques issues
des topologies differentielle, symplectique et de contact.

La stratégie pour établir cette correspondance est classique :

- Etape 1. Compacité : Iirrg) M(q,p; o, 5,,9s) C M*(q,p).
S—
~ les élements de M(q, p; d7, 5,, gs) S'approchent des
éléments de M*°(q,p) quand s — 0.
- Etape 2. Recollement : 3 M®(q, p) = M(q, p; 6, £,, Gs)-
~» quand |g| = |p| + 1, au voisinage de e € M®*(q,p), il

existe une unique suite d'éléments de M(q, p; 05, 5,, 9s)
qui converge vers e quand s — 0.




Un théoréme de compacité

Dans le contexte des escaliers, les trajectoires brisées de la
théorie de Morse sont remplacées par la notion suivante :
Définition ‘ o .
Une chaine d’escaliers est une concaténation d'un nombre fini
d’'escaliers consécutifs.

L'équivalent du théoréme de compactification des espaces de
modules en théorie de Morse est alors le suivant :

Théoréme (F.)

Si A est generique et que les singularités de son front sont
toutes de codimension un, alors pour tous |q| > |p|, Sy — 0 et
Y, € M(q,p; 05, 1,» Gs, ), il existe une chaine d’escaliers e allant
de g a p et une sous-suite de (yx)ren QUi « cOnverge » vers e.




Quelques mots sur la démonstration |

Difficulté. Il n'existe pas de borne inférieure uniforme sur la
longueur des parties verticales des escaliers.

= les suites d’eléments de M(q, p; d5, 5,, Gs) Peuvent
dégenérer quand s — 0 en des escaliers comportant une
infinité de parties verticales.

Observation. De telles parties verticales doivent s'accumuler
sur une singularité du front et il existe une infinité de parties
horizontales franchissant le lieu singulier du front.

Genericite = il ne peuty avoir qu'un nombre fini de parties
horizontales proches qui intersectent le lieu singulier du front.

~» Ce qui résout le probleme!




Quelques mots sur la démonstration Il

Pour mettre en place le programme précédent, il est nécessaire
de savoir construire des parties verticales et horizontales.

Parties verticales : theoreme d'Ascoli pour ~p.




Quelques mots sur la démonstration Il

Pour mettre en place le programme précédent, il est nécessaire
de savoir construire des parties verticales et horizontales.

Parties horizontales : théoréme d’Ascoli pour v,(s~"-)?
Probléme. Les estimées C? semblent exploser!

Solution. Pres d'une portion sans singularité du front, obtenir
une majoration de la distance dans la fibre de v, au front, en
déduire la convergence souhaitée et utiliser la généricité pour
l'étendre a travers les singularités du front.

~+ adapter qu’en théorie de Morse, le découpage en variétés
stable et instable permet de montrer que la distance d'une
trajectoire de gradient a un point critique est bornée par un
cosinus hyperbolique.

Nouveauté. Gérer le déplacement dans la base des trajectoires.




Perspectives de recherche

Que faire apres ce théoréme de compacité?

- Saffranchir de la restriction sur les singularités du front
dans le théoreme de compacité.

- Démontrer le théoréme de recollement.

- Utiliser les escaliers de gradient pour obtenir de nouvelles
applications des familles génératrices en geométrie de
contact.




Je vous remercie de votre attention!
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