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Résumé. Si l’interface d’un liquide avec sa vapeur est soumise à un
gradient de tension superficielle, le long de ladite interface s’effectue
alors un transport de matière appelé écoulement de Marangoni.
Dans ce rapport, le gradient de tension superficielle sera dû à une
répartition inhomogène en tensioactif photocommutable dans l’état
excité et le gradient de concentration sera lui-même provoqué par
la localisation spatiale de l’excitation lumineuse ; on cherchera à
obtenir le champ de vitesse de l’écoulement induit.
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2.1. La fonction de courant de l’écoulement . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.2. L’équation biharmonique en domaine rectangulaire . . . . 22

Analyse des résultats et prolongement du problème . . . . . . . . . . . . 29
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Onde et Matière d’Aquitaine pour m’avoir généreusement accueilli dans
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Introduction

Si l’on considère un liquide en équilibre dynamique avec sa vapeur,
les molécules au sein des deux milieux sont soumises à des interactions
attractives, dites de Van Der Walls et à des interactions électrostatiques
répulsives ; de telle manière qu’à l’intérieur des deux fluides la résultante
de ces deux types d’interaction est nulle. Les molécules à l’interface des
deux milieux étant soumises à l’action simultanée des deux fluides et
la cohésion d’un liquide étant plus importante que celle d’un gaz, la
résultante des interactions susnommées est non nulle (voir figure 1).
L’équilibre dynamique assure alors l’existence d’une force à l’interface
liquide-vapeur, il s’agit d’une tension de surface.

Figure 1. Représentation schématique des interactions
microscopiques à une interface liquide-vapeur.

L’interface entre un liquide et sa vapeur est ainsi classiquement
modélisée comme une surface mathématique à laquelle on associe une
élasticité, nommée tension superficielle et que l’on exprime en J.m−2 ou
de manière équivalente en N.m−1. Cette grandeur s’interprète comme
l’énergie par unité de surface à fournir à l’interface d’un liquide avec
sa vapeur pour la déformer ; un liquide avec une tension superficielle
élevée résistera mieux aux contraintes dynamiques qu’un liquide avec
une faible tension superficielle.

Certains composés chimiques appelés tensioactifs sont en mesure de
modifier la tension superficielle de l’interface d’un liquide avec sa va-
peur. Ces composés sont généralement constitués d’une châıne carbonée
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lipophile et d’une tête hydrophile (voir figure 2), c’est cette amphiphi-
lité qui leur confère la capacité de s’agréger aux interfaces et d’en mo-
difier la tension superficielle.

Figure 2. Représentation schématique d’un composé
tensioactif typique.

Selon l’interprétation donnée de la tension superficielle, si l’interface
d’un liquide avec sa vapeur est soumise à un gradient de tension su-
perficielle, le long de ladite interface s’effectue alors un transport de
matière des régions de basse tension vers les régions de haute tension
superficielle ; ce transport de matière est nommé écoulement de Maran-
goni en l’honneur du physicien italien Carlo Marangoni (1840-1925) qui
a étudié et caractérisé ce phénomène lors de sa thèse en 1865.

Dans le présent rapport, on provoquera un écoulement de Marangoni
le long de l’interface de l’eau avec l’air grâce à des tensioactifs photo-
commutables i.e. à des composés chimiques capables de modifier la
tension superficielle de l’interface d’un liquide avec sa vapeur lorsqu’ils
subissent une excitation lumineuse. C’est la localisation spatiale du fais-
ceau laser qui sera responsable d’une inhomogénéité de la concentration
en tensioactifs dans l’état excité et engendrera un gradient de tension
superficielle. Notre étude débutera par la détermination du profil de
concentration en tensioactif dans l’état excité et aboutira à l’expres-
sion du champ de vitesse de l’écoulement induit.
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1. Le profil de concentration en tensioactif dans l’état
excité

Soit Ω un sous-ensemble de R2, il s’agit de l’interface avec l’air du
mélange d’eau et de tensioactifs photocommutables ; on suppose ini-
tialement que les tensioactifs sont tous dans l’état non activé et que
leur répartition dans Ω est homogène. Pour tout point M ∈ Ω et pour
chaque instant t > 0, on note c(M, t) la concentration en tensioactif
dans l’état excité au point M et à l’instant t.

L’évolution spatiale et temporelle de c est régie par l’équation aux
dérivées partielles linéaire suivante :

(1)
∂c

∂t
= D∆c− αc+ βI(M, t),

où D > 0 est la diffusivité de la matière dans l’eau exprimé en m2.s−1,
α > 0 est une constante multiplicative exprimée en s−1, β > 0 est une
constante multiplicative exprimée en cd−1.s−1 et I(M, t) est l’intensité
lumineuse du laser au point M ∈ Ω et à l’instant t > 0 exprimée en cd.

On admettra l’existence de solutions à l’équation (1) et pour assurer
leur unicité il conviendra non seulement de spécifier le profil initial
c0 : M ∈ Ω 7→ c(M, 0) mais aussi les conditions aux limites satisfaites
par c, ce que l’on s’efforcera de faire lorsque que nous aurons spécifier
la géométrie de l’interface Ω.

1.1. La photocommutation des tensioactifs. On s’intéresse ici à
la photocommutation des tensioactifs i.e. à la réaction chimique de pas-
sage des tensioactifs dans l’état excité. On suppose que cette réaction
chimique est univoque : une fois excités les tensioactifs le restent,
d’ordre un et de constante de réaction α > 0.

L’évolution de la concentration en tensioactif dans l’état excité est
modélisé par l’équation différentielle ordinaire linéaire suivante :

∂c

∂t
= −αc.

Finalement, le profil de concentration en tensioactif dans l’état excité
dans Ω est donné par :

c(M, t) = c(M, 0)e−αt.

Pour t > 5/α, l’évolution temporelle de la concentration en tensioactif
dans l’état excité n’est plus significative.
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1.2. La diffusion des tensioactifs dans l’état excité. On s’intéresse
désormais à la diffusion des tensioactifs dans l’état excité dans Ω,
l’évolution de la concentration en tensioactif dans l’état excité est alors
modélisée par l’équation aux dérivées partielles linéaire suivante :

(2)
∂c

∂t
= D∆c.

On admet l’existence de solutions à l’équation (2) et pour assurer leur
unicité il convient non seulement de spécifier M ∈ Ω 7→ c(M, 0) mais
aussi les conditions aux limites satisfaites par c, ce qui nous amène à
spécifier la géométrie de Ω.

1.2.1. Résolution à une dimension. On s’intéresse ici à l’équation (2)
en domaine unidimensionnel i.e. Ω ⊂ R. On note alors x la variable
d’évolution spatiale de c, sous ces conditions, on a :

∆ ≡ ∂2

∂x2
.

L’équation (2) se réduit alors simplement à :

(3)
∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
.

1.2.1.1. Domaine borné. On suppose ici que Ω est borné, c’est-à-dire
que l’interface avec l’air du mélange d’eau et de tensioactifs photo-
commutables est spatialement limitée. Notons alors L la longueur du
réceptable exprimée en m i.e. Ω = [0, L]. Pour cette géométrie de Ω,
les conditions aux limites sont les suivantes :

(4)
∂c

∂x x=0
= 0 =

∂c

∂x x=L
.

Elles traduisent le fait que le mélange d’eau et de tensioactifs reste
confiné au sein de l’interface Ω.

Dans le dessein de s’affranchir des grandeurs caractéristiques de notre
problème, on introduit le C∞-difféomorphisme suivant :

ϕ :


[0, L]× R+ → [0, 1]× R+

(x, t) 7→
(
x

L
,
Dt

L2

)
.

En posant f := c ◦ ϕ, le problème aux limites {(3), (4)} s’exprime de
la manière suivante en termes de variables adimensionnées :

(5)

{
∂f

∂v
=
∂2f

∂u2
,
∂f

∂u u=0
= 0 =

∂f

∂u u=1

}
.
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On résout (5) en utilisant la méthode de séparation des variables i.e
on cherche g satisfant (5) sous la forme :

g(u, v) = g1(u)g2(v),

où g1 est une fonction deux fois dérivable sur [0, 1] et g2 une fonction
dérivable sur R+. En supposant que g1 et g2 ne s’annulent pas sur leur
domaine de définition respectif, on a :

∂g

∂v
=
∂2g

∂u2
⇔ ∀(u, v) ∈ [0, 1]× R+,

g1
′′(u)

g1(u)
=
g2
′(v)

g2(v)
.

Sous cette hypothèse, on en déduit que les rapports
g1
′′

g1

et
g2
′

g2

sont

égaux et constants, si bien qu’il existe k ∈ R tel que :

(6)

{
g1
′′ − kg1 = 0

g2
′ − kg2 = 0

.

Si l’on suppose par l’absurde que k > 0, lim
+∞
|g2| = +∞ et puisque g1

ne s’annule pas sur [0, 1], il vient lim
v→+∞

|g(0, v)| = +∞, ce que l’on in-

terdit par soucis d’interprétation d’une concentration. Par conséquent,
on dispose d’un ω ∈ R tel que k = −ω2 et avec (6), il vient :{

g1(u) = A cos(ωu) +B sin(ωu)

g2(v) = Ce−ω
2v

.

Les conditions aux limites de (5) imposent à B d’être nul et garantissent
l’existence d’un n ∈ Z tel que ω = nπ. En résumé, on a :{

g1(u) = A cos(nπu)

g2(v) = Ce−ω
2v

.

En particulier, l’hypothèse de non annulation de g1 et g2 sur leur do-
maine de définition respectif est a posteriori vérifiée. Finalement, on a
trouvé une famille de solutions de (5) sous la forme :{

gn : (u, v) ∈ [0, 1]× R+ 7→ cos(nπu)e−n
2π2v;n ∈ Z

}
.

La fonction n ∈ Z 7→ gn étant paire, on peut se restreindre à la famille
de solutions {gn}n∈N. La linéarité du problème aux limites (5) nous
permet d’affirmer que tout élément de Vect ({gn}n∈N) est encore solu-
tion de (5). Les propriétés des fonctions de {gn}n∈N nous permettent

quant à elles de rentre licite l’inversion des opérateurs
∂

∂t
,
∂

∂x
et

∂2

∂x2

avec le symbole
+∞∑
n=0

, on en déduit que tout élément de Vect ({gn}n∈N)
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est solution du problème aux limites (5). Finalement, par unicité des
solutions du problème aux limites (5), il existe (an)n∈N ∈ RN telle que :

f(u, v) =
+∞∑
n=0

an cos(nπu)e−n
2π2v.

Il nous reste à déterminer la suite (an)n∈N, ce que l’on va faire avec la
donnée du profil initial f0. On constate pour cela que l’on a :

f0(u) := f(u, 0) =
+∞∑
n=0

an cos(nπu).

On prolonge f0 sur R en une fonction f̃0 paire et 2-périodique. De cette
manière, pour tout u ∈ R, l’égalité suivante est vérifiée :

(7) f̃0(u) =
+∞∑
n=0

an cos(nπu).

Par ailleurs, puisque f est solution de (5), f̃0 est continue et de classe

C 1 par morceaux sur R. Par théorème, la série de Fourier de f̃0 converge

normalement vers f̃0 sur R, en particulier avec (7), il vient :

∀n ∈ N, an =


1

2

∫ 1

−1

f0(ξ) dξ, n = 0∫ 1

−1

f0(ξ) cos(nπξ) dξ, n > 0

.

Finalement, on a :

f(u, v) =
1

2

∫ 1

−1

f(ξ, 0) dξ+
+∞∑
n=1

(∫ 1

−1

f(ξ, 0) cos(nπξ) dξ

)
cos(nπu)e−n

2π2v.

Étudions graphiquement f lorsque nous imposons au profil initial de
suivre une distribution de Dirac centrée en 1/2. Dans ce cas précis, les
coefficients intégraux se simplifient pour donner :

f(u, v) =
1

2
+

+∞∑
n=1

cos
(nπ

2

)
cos(nπu)e−n

2π2v.

Commençons notre étude du comportement de cette solution par la
représentation de quelques unes de ses lignes de niveau et intéressons
nous plus précisément à celles données par u ∈ [0, 1] 7→ f(u, v) et ob-
tenues pour des valeurs significatives du paramètre v (voir figure 3).

On constate que lorsque v croit, u ∈ [0, 1] 7→ f(u, v) se déforme
continûment d’une distribution de Dirac centrée en 1/2 en une fonction
constante. Physiquement, cela signifie que les tensioactifs dans l’état
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activé initialement présents se diffusent dans l’interface pour se répartir
uniformément en son sein. Cette diffusion s’accompagne lorsque v croit
d’une décroissance de l’amplitude maximale de u ∈ [0, 1] 7→ f(u, v).

Figure 3. Représentation graphique de quelques lignes
de niveaux de f obtenues pour des valeurs significatives
du paramètre v.

Afin de donner une estimation de la décroissance, on trace en double

échelle logarithmique v ∈ R+ 7→ f

(
1

2
, v

)
(voir figure 4).

Figure 4. Représentations graphiques en échelle dou-

blement logarithmique de v ∈ R+ 7→ f

(
1

2
, v

)
(en bleu)

et de v ∈ R∗+ 7→
1√
v

(en rouge).
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Si l’on néglige les effets de bords induits par le caractère borné de Ω,
on constate que les représentations graphiques en échelle doublement

logarithmique de v ∈ R+ 7→ f

(
1

2
, v

)
et de v ∈ R∗+ 7→

1√
v

sont des

droites parallèles. On en déduit que lorsque v croit, l’amplitude maxi-

male de u ∈ [0, 1] 7→ f(u, v) décroit comme v ∈ R∗+ 7→
1√
v

.

Pour conclure cette partie, exprimons la concentration en tensioactifs
dans l’état activé, en se rappelant que c = f ◦ ϕ−1, il vient :

c(x, t) =
1

2L

∫ L

−L
c(ξ, 0) dξ+

1

L

+∞∑
n=1

(∫ L

−L
c(ξ, 0) cos

(
nπ

ξ

L

)
dξ

)
cos
(
nπ

x

L

)
exp

(
−n2π2Dt

L2

)
.

1.2.1.2. Domaine infini. On suppose ici que Ω est non borné,c’est-à-
dire que l’interface avec l’air du mélange d’eau et de tensioactifs pho-
tocommutables n’est pas spatialement limitée i.e. Ω = R. Pour cette
géométrie de Ω, les conditions aux limites sont inexistantes.

On suppose que pour tout t ∈ R+, x ∈ R 7→ c(x, t) est de carré
intégrable sur R. De cette manière, pour tout t ∈ R+ on peut définir
ĉ(·, t) la transformée de Fourier de x ∈ R 7→ c(x, t) qui sera également
une fonction intégrable sur R et vérifiera la formule d’inversion de Fou-
rier. On suppose également que c a les propriétés suffisantes pour rendre

licite l’inversion des opérateurs
∂

∂t
,
∂2

∂x2
avec

∫ +∞

−∞
c(x, ·)e−iξx dx.

Après avoir appliqué la transformée de Fourier par rapport à x à
l’équation (3) et en tenant compte des hypothèses prises ci-dessus :

∂ĉ

∂t
= −Dξ2ĉ.

On en déduit que l’on a :

ĉ(ξ, t) = ĉ(ξ, 0)e−Dξ
2t.

Finalement, d’après la formule d’inversion de Fourier, on a :

(8) c(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
ĉ(ξ, 0)e−Dξ

2teiξx dξ.

En particulier, si le profil initial c0 : x ∈ R 7→ c(x, 0) a les bonnes
propriétés, les hypothèses prises au début sont a posteriori vérifiées.

Déterminons c lorsque nous imposons au profil initial de suivre une
distribution de Dirac centrée en 0. Dans ce cas précis, on a :

c(x, 0) = δ(x).
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Soit après avoir pris la transformée de Fourier par rapport à x :

ĉ(ξ, 0) = 1.

Finalement, après calcul de l’expression intégrale (8), on a :

c(x, t) =

√
1

4πDt
exp

(
− x2

4Dt

)
.

Commençons notre étude du comportement de cette solution par la
représentation de quelques unes de ses lignes de niveau et intéressons
nous plus précisément à celles données par x ∈ [0, 1] 7→ c(x, t) et obte-
nues pour des valeurs significatives du paramètre t (voir figure 5).

On constate que lorsque t croit, x ∈ R 7→ c(x, t) se déforme continûment
d’une distribution de Dirac centrée en 0 en une fonction constante.
Physiquement, cela signifie que les tensioactifs dans l’état activé ini-
tialement présents se diffusent dans l’interface pour se répartir uni-
formément en son sein. Cette diffusion s’accompagne d’une décroissance

de l’amplitude maximale de x ∈ R 7→ c(x, t) en

√
1

4πDt
.

Figure 5. Représentation graphique de quelques lignes
de niveaux de c obtenues pour des valeurs significatives
du paramètre t.

Les solutions de l’équation (3) obtenues en domaine borné et infini ont
des comportements similaires, ainsi, afin d’éviter la gestion des effets de
bords induits par une interface bornée, les interfaces unidimensionnelles
seront traitées comme étant infinies.
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1.2.2. Résolution dans un disque. On s’intéresse ici à l’équation (2)
en domaine circulaire borné i.e. on suppose Ω est le disque fermé de
centre (0, 0) et de rayon R > 0. On décrit alors le problème à l’aide des
coordonnées polaires, ici notées [r, θ]. On suppose également que c est
invariant par révolution autour de l’axe ẑ, sous ces conditions, on a :

∆ ≡ ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
.

L’équation (2) se réduit alors simplement à :

(9)
∂c

∂t
= D

(
∂2c

∂r2
+

1

r

∂c

∂r

)
.

Pour cette géométrie de Ω, il y a une seule condition aux limites :

(10)
∂c

∂r r=R
= 0.

Elle traduit le fait que le mélange d’eau et de tensioactifs reste confiné
au sein de l’interface Ω.

Dans le dessein de s’affranchir des grandeurs caractéristiques de notre
problème, on introduit le C∞-difféomorphisme suivant :

ϕ :


[0, R]× R+ → [0, 1]× R+

(r, t) 7→
(
r

R
,
Dt

R2

)
.

En posant f := c ◦ ϕ, le problème aux limites {(9), (10)} s’exprime de
la manière suivante en termes de variables adimensionnées :

(11)

{
∂f

∂v
=
∂2f

∂u2
+

1

u

∂f

∂u
,
∂f

∂u u=1
= 0

}
.

On résout (11) en utilisant la méthode de séparation des variables i.e
on cherche g satisfant (11) sous la forme :

g(u, v) = g1(u)g2(v),

où g1 est une fonction deux fois dérivable sur [0, 1] et g2 une fonction
dérivable sur R+. En supposant que g1 et g2 ne s’annulent pas sur leur
domaine de définition respectif, on a :

∂g

∂v
=
∂2g

∂u2
+

1

u

∂g

∂u
⇔ ∀(u, v) ∈]0, 1]× R+,

u2g1
′′(u) + ug1

′(u)

u2g1(u)
=
g2
′(v)

g2(v)
.
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Sous cette hypothèse, on en déduit que u ∈]0, 1] 7→ u2g1(u)
′′

+ ug1
′(u)

u2g1(u)

et
g2
′

g2

sont égales et constantes, si bien qu’il existe k ∈ R tel que :

(12)

{
u2g1

′′ + ug1
′ − ku2g1 = 0

g2
′ − kg2 = 0

.

Si l’on suppose par l’absurde que k > 0, lim
+∞
|g2| = +∞ et puisque g1

ne s’annule pas sur [0, 1], il vient lim
v→+∞

|g(0, v)| = +∞, ce que l’on in-

terdit par soucis d’interprétation d’une concentration. Par conséquent,
on dispose d’un ω ∈ R tel que k = −ω2 et avec (12), il vient :{

g1(u) = AJ0(ωu) +BY0(ωu)

g2(v) = Ce−ω
2v

.

Si par l’absurde B est non nul, on a |g1(0)| = +∞ et puisque g2 ne
s’annule pas sur R+, on a |g(0, 0)| = +∞, ce que l’on interdit par soucis
d’interprétation d’une concentration. La condition aux limites de (11)
garantit l’existence d’un n ∈ N tel que ω = j1,n, où j1,n est le n-ième
zéro de la fonction de Bessel de première espèce J1. En résumé, on a :{

g1(u) = AJ0(j1,nu)

g2(v) = Ce−ω
2v

.

En particulier, l’hypothèse de non annulation de g1 et g2 sur leur do-
maine respectif de définition est a posteriori vérifiée. Finalement, on a
trouvé une famille de solutions de (12) sous la forme :{

gn : (u, v) ∈ [0, 1]× R+ 7→ J0(j1,nu)e−j1,n
2v;n ∈ N

}
.

La linéarité du problème aux limites (11) nous permet d’affirmer que
tout élément de Vect ({gn}n∈N) est encore solution de (11). Les pro-
priétés des fonctions de {gn}n∈N nous permettent quant à elles de rentre

licite l’inversion des opérateurs
∂

∂t
,
∂

∂x
et

∂2

∂x2
avec le symbole

+∞∑
n=0

, on

en déduit que tout élément de Vect ({gn}n∈N) est solution du problème
aux limites (11). Finalement, par unicité des solutions du problème aux
limites (11), il existe (an)n∈N ∈ RN telle que :

f(u, v) =
+∞∑
n=0

anJ0(j1,nu)e−j1,n
2v.

On pourrait montrer que la suite (an)n∈N correspond aux coefficients
de la série de Fourier-Bessel de f0 : u ∈ [0, 1] 7→ f(u, 0) prolongée à R.
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Pour conclure cette partie, exprimons la concentration en tensioactifs
dans l’état activé, en se rappelant que c = f ◦ ϕ−1, il vient :

c(r, t) =
+∞∑
n=0

anJ0

(
j1,n

r

R

)
exp

(
−j1,n

2Dt

R2

)
.

1.3. Le profil stationnaire du problème unidimensionnel. On
s’intéresse à l’équation (1) en régime stationnaire et en domaine unidi-
mensionnel infini i.e. Ω = R, en d’autres termes, on considère :

(13) D
d2c

dx2
− αc+ βI(x) = 0.

Pour cette géométrie de Ω, les conditions aux limites sont inexistantes.

1.3.1. Terme source : distribution de Dirac. On suppose ici que l’in-
tensité du laser en fonction de la position suit une distribution de Dirac
centrée en 0, l’équation (13) devient alors :

(14) D
d2c

dx2
− αc+ βδ(x) = 0.

On suppose que c est de carré intégrable sur R. De cette manière, ĉ la
transformée de Fourier de c sera également une fonction intégrable sur
R et vérifiera la formule d’inversion de Fourier.

Après avoir appliqué la transformée de Fourier à l’équation (4), on a :

ĉ(ξ) =
β

Dξ2 + α
.

Finalement, d’après la formule d’inversion de Fourier, on a :

c(x) =
β

2α

√
α

D
exp

(
−
√
α

D
|x|
)
.

L’hypothèse de carré intégrabilité de ĉ est a posteriori vérifiée.

1.3.2. Terme source : fonction porte. On suppose ici que l’intensité du
laser en fonction de la position suit une fonction porte centrée en 0 de
demi-largeur σ > 0, l’équation (13) devient alors :

(15) D
d2c

dx2
− αc+ βΠσ(x) = 0,

où l’on a noté :

Πσ :


R → {0, 1}

x 7→
{

1, si x ∈ [−σ, σ]
0, sinon

.
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On obtient la solution de l’équation différentielle ordinaire linéaire (15)
par convolution de la solution de (14) avec Πσ :

c(x) =
β

2α

√
α

D

∫ +∞

−∞
exp

(
−
√
α

D
|x− y|

)
Πσ(y) dy.

Finalement, après calculs, on a :

c(x) =



β

α

√
α

D
exp

(√
α

D
x

)
sinh

(√
α

D
σ

)
, si x ∈]−∞,−σ[

β

α

√
α

D

[
1− exp

(
−
√
α

D
σ

)
cosh

(√
α

D
x

)]
, si x ∈ [−σ, σ]

β

α

√
α

D
exp

(
−
√
α

D
x

)
sinh

(√
α

D
σ

)
, sinon

.

1.3.3. Terme source : gaussienne. On suppose ici que l’intensité du
laser en fonction de la position suit une gaussienne centrée en 0 et
d’écart-type σ > 0, l’équation (13) devient alors :

(16) D
d2c

dx2
− αc+ β exp

(
− x2

2σ2

)
= 0.

On obtient la solution de l’équation différentielle ordinaire linéaire (16)

par convolution de la solution de (14) avec x ∈ R 7→ exp

(
− x2

2σ2

)
:

c(x) =
β

2α

√
α

D

∫ +∞

−∞
exp

(
−
√
α

D
|x− y|

)
exp

(
− y2

2σ2

)
dy.

Finalement, après calculs, on a :

c(x) =
β

σ

√√√√√π exp

(
σ2α

D

)
4αD

2 cosh

(√
α

D
x

)
+ e−
√

α
D
xerf

x− σ
2

√
α

D

σ
√

2

− e√ α
D
xerf

x+ σ2

√
α

D

σ
√

2


.
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Figure 6. Le profil solution de l’équation (14),
prédominance de la réaction chimique i.e. D � α.

Figure 7. Le profil solution de l’équation (14), aucune
prédominance i.e α ≈ D.

Figure 8. Le profil solution de l’équation (14),
prédominance de la diffusion i.e. α� D.
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Figure 9. Le profil solution de l’équation (15),
prédominance de la réaction chimique i.e. D � α.

Figure 10. Le profil solution de l’équation (15), aucune
prédominance i.e α ≈ D.

Figure 11. Le profil solution de l’équation (15),
prédominance de la diffusion i.e. α� D.
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Figure 12. Le profil solution de l’équation (16),
prédominance de la réaction chimique i.e. D � α.

Figure 13. Le profil solution de l’équation (16), aucune
prédominance i.e α ≈ D.

Figure 14. Le profil solution de l’équation (16),
prédominance de la diffusion i.e. α� D.
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2. L’écoulement de Marangoni induit

Dans l’intégralité de cette partie, on suppose que l’interface avec
l’air, notée Ω, du mélange d’eau et de tensioactifs photocommutables
est unidimensionnelle infinie i.e. Ω = R. En particulier, le profil de la
concentration en tensioactif dans l’état excité sera donné par l’un des
résultats de la partie 1.3.. Par ailleurs, pour x dans Ω, on note γ(x) la
tension superficielle de Ω au point x et on modélise l’évolution spatiale
de la tension superficielle dans Ω par l’équation suivante :

(17) γ(x) = γ0 + γ1c(x),

où γ0, γ1 sont des constantes exprimées en J.m−2 (ou en N.m−1) et où
c(x) désigne la concentration en tensioactif dans l’état activé en x ∈ Ω.
En raison, de la dépendance spatiale de c, la tension superficielle au
sein de Ω est inhomogène et d’après ce que nous avons développé en
introduction, le long de Ω s’effectue un écoulement de Marangoni.

On suppose que le régime transitoire de l’écoulement est succinct,
si bien que l’on ne s’intéresse qu’à son régime stationnaire. On sup-
pose également que le mélange d’eau et de tensioactifs photocommu-
tables est un fluide incompressible i.e. que le volume du mélange reste
constant sous l’action d’une pression externe. Enfin, on suppose que le
mélange d’eau et de tensioactifs photocommutables est suffisamment
visqueux par rapport à la grandeur caractéristique sur laquelle s’exerce
l’écoulement, ce afin de pouvoir négliger l’influence des termes inertiels.
Sous l’ensemble de ces conditions, l’écoulement induit par le gradient
de tension superficielle dans Ω est décrit par l’équation de Stokes :

(18)

{
η∆−→v =

−−→
grad p

div−→v = 0
,

où −→v (x, z) est la vitesse du mélange d’eau et de tensioactifs photocom-
mutables au point (x, z) exprimée en m.s−1, p(x, z) est la pression dans
le mélange d’eau et de tensioactifs photocommutables au point (x, z)
exprimé en Pa et µ est la viscosité du mélange d’eau et de tensioactifs
photocommutables exprimée en Pa.s.

On admet l’existence de solutions à l’équation (18) et afin de garantir
leur unicité, il convient de spécifier les conditions aux limites associées
à notre problème, ce que nous faisons immédiatemment ci-dessous :

vz(x, 0) = 0.(19)

η

(
∂vx
∂z z=0

+
∂vz
∂x z=0

)
=
∂γ

∂x
.(20)
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Avec l’équation (17) la condition (20) devient :

(21)
∂vx
∂z z=0

+
∂vz
∂x z=0

=
γ1

η

dc

dx
.

La condition (19) traduit le fait que l’interface Ω ne subit pas de
déplacements verticaux tandis que (20) correspond à un bilan des forces
s’exerçant sur l’interface et exprime son équilibre, réunies, ces deux
conditions signifient que l’interface Ω reste plane durant l’écoulement.

2.1. La fonction de courant de l’écoulement. Compte tenu de
l’hypothèse d’incompressibilité du fluide i.e. de la contrainte div−→v = 0,

et de l’identité mathématique div ◦ −→rot ≡ 0, on dispose d’un potentiel
vecteur duquel derive −→v . En d’autres termes, il existe une fonction

vectorielle
−→
A ∈ (R3)

R
vérifiant :

(22) −→v =

(
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z
,
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x
,
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
.

Puisque −→v = −→v (x, z), d’après (22) on peut imposer à Ax et Az d’être
identiquement nulles. En posant Ψ := −Ay, avec (22), il vient :

(23) vx =
∂Ψ

∂z
, vz = −∂Ψ

∂x
.

Ψ est la fonction de courant, sa seule donnée permet de déterminer le
champ de vitesse de l’écoulement.

2.2. L’équation biharmonique en domaine rectangulaire. Pour
transformer l’équation (18) en une équation aux dérivées partielles sur
la fonction de courant Ψ, on en prend le rotationnel ; sachant l’identité

mathématique
−→
rot ◦

−−→
grad ≡ −→0 , il vient :

−→
rot (∆−→v ) =

−→
0 ⇔ −→rot

[
∆

(
∂Ψ

∂z
, 0,−∂Ψ

∂x

)]
=
−→
0 ,

⇔ −→rot

[
∆

(
∂Ψ

∂z

)
, 0,−∆

(
∂Ψ

∂x

)]
=
−→
0 ,

⇔ −→rot

(
∂3Ψ

∂x2∂z
+
∂3Ψ

∂z3
, 0,

∂3Ψ

∂x3
+

∂3Ψ

∂z2∂x

)
=
−→
0 .(24)

D’après le lemme de Schwarz et l’équation (24), il vient :

∂4Ψ

∂x4
+ 2

∂4Ψ

∂x2∂z2 +
∂4Ψ

∂z4
= 0.

Finalement, la fonction de courant vérifie l’équation biharmonique :

(25) ∆2Ψ = 0.
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Exprimons désormais les conditions aux limites (19) et (21) en termes
de la fonction de courant, avec (23), on a :

∂Ψ

∂x
(x, 0) = 0,(26)

∂2Ψ

∂z2 z=0
− ∂2Ψ

∂x2 z=0
=
γ1

η

dc

dx
.(27)

On choisit l’axe ẑ dirigé vers le haut et par conséquent z ∈ R−. On
suppose que pour tout z ∈ R−, x ∈ R 7→ Ψ(x, z) est de carré intégrable

sur R. De cette manière, pour tout z ∈ R− on peut définir Ψ̂(·, z) la
transformée de Fourier de x ∈ R 7→ Ψ(x, z) qui sera également une
fonction intégrable sur R et vérifiera la formule d’inversion de Fourier.
On suppose également que Ψ a les propriétés suffisantes pour rendre

licite l’inversion des opérateurs
∂2

∂z2
et

∂4

∂z4
avec

∫ +∞

−∞
Ψ(x, ·)e−iξx dx.

Après avoir appliqué la transformée de Fourier par rapport à x à
l’équation (25) et en tenant compte des hypothèses prises ci-dessus :

∂4Ψ̂

∂z4
− 2ξ2∂

2Ψ̂

∂z2
+ ξ4Ψ̂ = 0.

On en déduit qu’il existe A,B,C,D ∈ CR telle que l’on ait :

Ψ̂(ξ, z) = [A(ξ) +B(ξ)z] e|ξ|z + [C(ξ) +D(ξ)z] e−|ξ|z.

L’intégrabilité de ξ ∈ R 7→ Ψ̂(ξ, z) pour tout z ∈ R− assure que :

C ≡ 0 ≡ D.

À ce stade du raisonnement, on a :

(28) Ψ̂(ξ, z) = [A(ξ) +B(ξ)z] e|ξ|z.

Afin de déterminer complètement Ψ̂, prenons la transformée de Fourier
par rapport à x des conditions aux limites (26) et (27) :

iξΨ̂(ξ, 0) = 0,(29)

∂2Ψ̂

∂z2 z=0
+ ξ2Ψ̂(ξ, 0) = −γ1

iη
ξĉ(ξ).(30)

Par continuité de ξ ∈ R 7→ Ψ̂(ξ, 0) en zéro et d’après (29), on a :

(31) Ψ̂(ξ, 0) = 0.
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En réinjectant cette information dans (30), on a :

(32)
∂2Ψ̂

∂z2 z=0
= −γ1

iη
ξĉ(ξ).

D’après, (28), (31) et (32), on a :

A(ξ) = 0,

B(ξ) = − γ1

2iη

ξ

|ξ|
ĉ(ξ).

En résumé, d’après (28), on a :

Ψ̂(ξ, z) = − γ1

2iη

ξ

|ξ|
ĉ(ξ)ze|ξ|z.

Finalement, d’après la formule d’inversion de Fourier, on a :

(33) Ψ(x, z) = − γ1

4iπη

∫ +∞

−∞

ξ

|ξ|
ĉ(ξ)ze|ξ|zeiξx dξ.

En particulier, si c a les propriétés suffisantes, les hypothèses prises au
début sont a posteriori vérifiées.

2.2.1. Terme source : distribution de Dirac. On suppose ici que l’in-
tensité du laser en fonction de la position suit une distribution de Dirac
centrée en 0, d’après la partie 1.3.1., on a :

ĉ(ξ) =
β

Dξ2 + α
.

L’identité (33) devient alors :

Ψ(x, z) = − γ1β

4iπη

∫ +∞

−∞

ξ

|ξ|
ze|ξ|zeiξx

Dξ2 + α
dξ.

En utilisant la relation de Chasles et après un changement de variable :

Ψ(x, z) = −γ1β

2πη

∫ +∞

0

zeξz sin(ξx)

Dξ2 + α
dξ.

Finalement, d’après (23), on en déduit que l’on a :

vx(x, z) = −γ1β

2πη

∫ +∞

0

(1 + ξz)eξz sin(ξx)

Dξ2 + α
dξ,

vz(x, z) =
γ1β

2πη

∫ +∞

0

ξzeξz cos(ξx)

Dξ2 + α
dξ.
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2.2.2. Terme source : fonction porte. On suppose ici que l’intensité du
laser en fonction de la position suit une fonction porte centrée 0 de
demi-largeur σ > 0, d’après la partie 1.3.2., on a :

ĉ(ξ) =
2σβ

Dξ2 + α
sinc (σξ) .

L’identité (33) devient alors :

Ψ(x, z) =
γ1βσ

2iπη

∫ +∞

−∞

ξ

|ξ|
ze|ξ|zsinc (σξ) eiξx

Dξ2 + α
dξ.

En utilisant la relation de Chasles et après un changement de variable :

Ψ(x, z) = −γ1βσ

πη

∫ +∞

0

zeξzsinc (σξ) sin(ξx)

Dξ2 + α
dξ.

Finalement, d’après (23), on en déduit que l’on a :

vx(x, z) = −γ1σβ

πη

∫ +∞

0

(1 + ξz)eξzsinc (σξ) sin(ξx)

Dξ2 + α
dξ,

vz(x, z) =
γ1σβ

πη

∫ +∞

0

ξzeξzsinc (σξ) cos(ξx)

Dξ2 + α
dξ.

2.2.3. Terme source : gaussienne. On suppose ici que l’intensité du
laser en fonction de la position suit une gaussienne centrée 0 d’écart-
type σ > 0, d’après la partie 1.3.3., on a :

ĉ(ξ) =
σβ
√

2π

Dξ2 + α
exp

[
−(σξ)2

2

]
.

L’identité (33) devient alors :

Ψ(x, z) =
γ1σβ

√
2π

4iπη

∫ +∞

−∞

ξ

|ξ|
ze−|ξ|ze−(ξσ)2/2eiξx

Dξ2 + α
dξ.

En utilisant la relation de Chasles et après un changement de variable :

Ψ(x, z) = − γ1σβ√
2πη

∫ +∞

0

zeξze−(ξσ)2/2 sin(ξx)

Dξ2 + α
dξ.

Finalement, d’après (23), on en déduit que l’on a :

vx(x, z) = − γ1σβ√
2πη

∫ +∞

0

(1 + ξz)eξze−(ξσ)2/2 sin(ξx)

Dξ2 + α
dξ,

vz(x, z) =
γ1σβ√

2πη

∫ +∞

0

ξzeξze−(ξσ)2/2 cos(ξx)

Dξ2 + α
dξ.
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Figure 15. Champ de vitesse de l’écoulement ob-
tenu pour un terme source en distribution de Dirac,
prédominance de la réaction chimique i.e. D � α.

Figure 16. Champ de vitesse de l’écoulement obtenu
pour un terme source en distribution de Dirac, aucune
prédominance i.e α ≈ D.

Figure 17. Champ de vitesse de l’écoulement ob-
tenu pour un terme source en distribution de Dirac,
prédominance de la diffusion i.e. α� D.
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Figure 18. Champ de vitesse de l’écoulement ob-
tenu pour un terme source suivant une fonction porte,
prédominance de la réaction chimique i.e. D � α.

Figure 19. Champ de vitesse de l’écoulement obtenu
pour un terme source suivant une fonction porte, aucune
prédominance i.e D ≈ α.

Figure 20. Champ de vitesse de l’écoulement ob-
tenu pour un terme source suivant une fonction porte,
prédominance de la diffusion i.e. α� D.
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Figure 21. Champ de vitesse de l’écoulement obtenu
pour un terme source gaussien, prédominance de la
réaction chimique i.e. D � α.

Figure 22. Champ de vitesse de l’écoulement obtenu
pour un terme source gaussien, aucune prédominance i.e
α ≈ D.

Figure 23. Champ de vitesse de l’écoulement obtenu
pour un terme source gaussien, prédominance de la dif-
fusion i.e. α� D.
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Analyse des résultats et prolongement du problème

Les différents modèles adoptés pour la répartition spatiale de l’in-
tensité d’un laser (distribution de Dirac, fonction porte, gaussienne)
ont abouti à des profils stationnaires de la concentration en tensioactif
dans l’état activé similaires. En effet, lorsque la réaction chimique est
prédominante i.e. D � α, le profil de concentration en tensioactif dans
l’état activé prend la forme du terme source (voir figures 6, 9 et 12)
alors que lorsque la diffusion est prédominante i.e α� D, le profil de
concentration s’étale spatialement en prenant la forme d’un pic centré
en la zone d’éclairement du laser (voir figures 8, 11 et 14). La régularité
de la répartition spatiale de l’intensité du laser influence seulement le
caractère lisse du profil de concentration.

Par ailleurs, on constate qu’en présence d’une prédominance de la
réaction chimique ou de la diffusion, l’amplitude maximale de la concen-
tration en tensioactif dans l’état activé diffère d’un facteur 1/10 avec
celle que l’on obtientrait si la réaction chimique et la diffusion étaient
équilibrés i.e α ≈ D (voir figures 7, 10 et 13). Si la réaction chi-
mique est prédominante, les tensioactifs photocommutables dans la
zone d’éclairement du laser sont excités, la diffusion ne permettant pas
de les évacuer de la zone, on aboutit alors à l’inhibition de la réaction
chimique. En revanche, si la diffusion est prédominante, les tensioactifs
photocommutables sont rapidement évacués de la zone d’éclairement
empêchant alors la réaction chimique d’opérer efficacement.

Les différents profils de concentration dont il est fait mention ci-
dessus ont induit des écoulements de Marangoni similaires. En effet,
au niveau de l’interface, z = 0, les différents écoulements s’effectuent
en surface, en convergeant vers la zone d’éclairement du lazer, alors que
pour z 6= 0, ils tendent à conduire le liquide en profondeur, sous cette
même zone d’éclairement (voir figures 16, 19 et 22). Les paramètres
du problème α et D n’influencent pas l’allure du champ de vitesse
de l’écoulement de Marangoni induit. Cependant, lorsque la réaction
chimique est prédominante, l’écoulement est plus prononcé (voir fi-
gures 15, 18 et 21), en revanche, lorsque la diffusion est prédominante
l’écoulement est plus doux (voir figures 17, 20 et 23). La régularité de
la répartition spatiale de l’intensité du laser n’a pas d’influence visible
sur l’écoulement induit.

Remarque : En raison de la nature analytique du champ de vitesse
de l’écoulement i.e. de son expression sous forme intégrale, nous avons
été contraints d’approximer ces intégrales en exploitant la méthode de
Simpson, ce qui nous a alors permis de visualiser l’écoulement.
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Durant notre étude, nous avons supposé que l’interface avec l’air
du mélange d’eau et de tensioactifs photocommutables était plane et
le restait même au cours de l’écoulement. Une meilleure description
de notre problème consisterait à autoriser la déformation de cette in-
terface, ce qui nous permettrait notamment de prendre en compte les
effets de profondeur finie. En effet, sous nos hypothèses de travail, nous
avons pu constater que le liquide a tendance à s’écouler en profondeur.
Si le récipient était limité en profondeur, on observerait alors un re-
flux du liquide engendrant, à la manière d’une vague, une bosse en
surface et donc un déplacement vertical de l’interface. La gestion des
déformations de l’interface complexifierait l’expression des conditions
aux limites et rendrait difficile la résolution du problème aux limites
régissant le champ de vitesse de l’écoulement.
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