S

AR .

&, MATHEMATIQUES
ORSAY

TRAVAIL ENCADRE DE RECHERCHE
4°m¢ année de Mathématiques

SUR LA DYNAMIQUE DES AUTOMORPHISMES
POLYNOMIAUX AFFINES EN CARACTERISTIQUE ZERO

Cyril FALCON

RESUME. Dans ce dossier, on montrera qu’en caractéristique zéro, ’en-
semble des indices en lesquels une suite récurrente linéaire s’annule est
I’union d’un ensemble fini et d’'un nombre fini de progressions arithmétiques.
On donnera une version algébriquo-géométrique de ce résultat qui précisera
le comportement des itérés des automorphismes linéaires en dimension finie.
Les techniques employées pour établir ce théoreme nous permettront d’en
énoncer une généralisation aux automorphismes polynomiaux affines.

OO0 0O o0 OO0
COO000O OO0OOO00
OO0 OO OO0 OO0

OO OO OO0 OO OO OO
QOOOLOOOLOOOLOLOOOOOLO0
o0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO

QOO0 OO OOOOOO
OO0 OO OO0 OO
OO OO OO OO0 OO OO
OOOO00 OCOOO0O0O OOOO0OO0
oo OO OO0 OO o0 OO
OO0 OO OO0 OO OO QO ©CO OO OO
COOOQOOCOOOOOOLOOODOOOOOOOOLO0O
OO0 OO0 OO0 OO0 OO0 OO OO0 OO0 OO
oo OO OO0 OO OO OO
COOOO0O0 OCOO000 OOOO00
oo OO o0 OO0 OO0 OO
OO OO
QOQOOOO OCOOO0O0O0
OO0 OO0 OO0 OO OO QO
QOQOOOO0OOOOOOOCOOOOO
o0 OO0 OO0 OO OO OO
OO0 OO OO0 OO
COO0OO0O0O 02020203030
OO OO OO OO

Sous la direction de : Francois CHARLES

Date: Janvier-Juin 2016.






TABLE DES MATIERES

Remerciements. . ... 4
Introduction et motivations........... ... ... . 5
1. Quelques rudiments d’analyse p-adique............................ 9
1.1.  Arithmétique élémentaire des entiers et des nombres p-adiques 9
1.2.  Topologie élémentaire du corps des nombres p-adiques......... 15
1.3. Etude des zéros des séries entiéres i coefficients p-adiques ... .. 20
2. Interpolation p-adique des itérés de fonctions polynomiales........ 26
2.1.  Quelques préliminaires techniques............................. 26
2.2. Etude sommaire d’un opérateur de différence finie............. 29
2.3. Construction de la fonction p-analytique d’interpolation....... 30
3. Une généralisation du théoreme de Skolem-Mahler-Lech........... 33
3.1. Plongement dans un corps de nombres p-adiques.............. 33
3.2.  Le cas des automorphismes linéaires........................... 40
3.3. Le cas des automorphismes polynomiaux affines............... 43
Annexe A. Base de transcendance d’une extension de corps.......... 44

Réferences .. ... 46



REMERCIEMENTS

Je témoigne tout d’abord mon entiere reconnaissance a la direction des
études du département de Mathématiques de 1’Université Paris-Sud qui est
a l'initiative des travaux encadrés de recherche. Ils favorisent l'instauration
d’échanges privilégiés avec les chercheurs et valorisent de fait notre formation.

Je tiens ensuite a exprimer ma profonde gratitude a Francois CHARLES qui
a accepté de me superviser dans un sujet de son initative. Je suis sincérement
reconnaissant de la qualité de son encadrement, c’est en effet grace a la per-
tinence de ses remarques et de ses conseils que j’ai pu pleinement m’épanouir
dans ce travail. Je le remercie enfin de sa disponibilité et de sa gentillesse et
ce malgré mes visites impromptues dans son bureau.

Je manifeste toute ma sympathie & Amadou BAH avec qui nous avons étudié
le méme theme et dont le travail de relecture m’a permi de corriger une preuve
de 'annexe qui n’était initialement pas exhaustive.

Je souhaite finalement remercier mon lecteur dont la curiosité ’aura amené
a s’intéresser au texte maladroit d'un étudiant. Je m’excuse d’ailleurs aupres
de lui pour les éventuelles longueurs de ma rédaction.



UNE GENERALISATION DU THEOREME DE SKOLEM-MAHLER-LECH 5

INTRODUCTION ET MOTIVATIONS

Commencons par introduire la notion de suite récurrente linéaire sur un corps,
il s’agira de 1’'objet central de notre étude :

Définition 1. Soit k& un corps, une suite (u,),en est dite récurrente linéaire si
et seulement s’il existe un entier naturel d non nul et ag, - - - , a4_1 dans k avec
ag # Oy tels que la suite (u, ),en satisfasse a la relation de récurrence suivante :

d—1
Vn € N, Un+d = E AiUptj-

1=0

On peut légitimement s’interroger sur la nature des zéros d’une telle suite, au-
trement dit, sur la répartition des indices en lesquels elle s’annule ; notamment,
est-ce qu'un ensemble quelconque d’entiers naturels est systématiquement 1’en-
semble des zéros d’une suite récurrente linéaire 7 Ou au contraire, est-ce que les
zéros des suites récurrentes linéaires ont une structure rigide et se distribuent
selon des motifs réguliers 7 Le cas échéant, quelles sont les obstructions et les
conditions nécessaires pour qu’'un ensemble d’indices soit I’ensemble des zéros
d’une suite récurrente linéaire 7 Dans le suite de notre étude, on supposera que
le corps k est de caractéristique zéro; la situation en caractéristique positive
est quant a elle plus subtile, on verra notamment ’article de H. Derksen [5].

Afin de mieux appréhender la nature des zéros des suites récurrentes linéaires
en caractéristique zéro et de se construire une intuition sur leur répartition,
considérons sans plus attendre un exemple. Nous nous plagons dans Q et nous
rappelons alors que tout corps de caractéristique zéro est une extension de Q.
On s’intéresse a la suite (uy)neny définie par ug := 0,4y 1= 0,uy := 1,uz := 0
et satisfaisant a la relation de récurrence suivante :

Vn € N, Uptd = Upy2 + Up.

Par récurrence, on montre que u,, est nul si et seulement si n = 0 ou est impair.
En d’autres termes, I'ensemble des indices en lesquels (u,),en s’annule est :

{0}u{2n+1;n € N}.

Il s’agit de I'union d’un ensemble fini et d’une progression arithmétique, ce
que l'on peut reformuler en disant qu’a partir du rang 1, ’écart entre deux
zéros consécutifs est constant égal a 2. Cette observation témoigne d’une tres
grande rigidité de la structure de I'ensemble des indices ou (u,),en s’annule.
Plus généralement, la distribution des zéros d’une suite récurrente linéaire en
caractéristique zéro est donnée par ’énoncé suivant :

Théoréme 1. (Skolem [15], Mahler [11], Lech [10]) Soient k& un corps de ca-
ractéristique 0 et (u,),en une suite récurrente linéaire sur k, alors I’ensemble :

{n € Nt.q. u, =0}

est union d’un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.
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Etant donné une telle suite, ce résultat exprime qu’a partir d’un certain rang les
indices en lesquels elle s’annule se disposent selon un méme motif de longueur
finie qui se repete indéfiniment, on dit également que ’ensemble de ses zéros
est ultimement périodique ; on verra notamment la figure 1.

FiGURE 1. Un motif fini dans les zéros d’une suite récurrente linéaire.

Le théoreme 1 constitue en particulier une obstruction a ce que ’ensemble
des nombres premiers, respectivement ’ensemble des carrés parfaits, soit 1’en-
semble des zéros d’une suite récurrente linéaire en caractéristique zéro.

Historiquement, la premiere version de ce théoreme est due a T. Skolem qui
en 1933 avait établi le résultat pour les suites récurrentes linéaires sur sur le
corps des nombres rationnels. Par la suite, K. Mahler a généralisé en 1935 la
preuve de T. Skolem aux corps de nombres, ¢’est-a-dire aux extensions finies du
corps des nombres rationnels. Cependant, il aura fallu attendre 1954 pour que
C. Lech démontre la version du théoreme sur tout corps de caractéristique zéro.

Meéme dans sa variante sur QQ, ce théoreme présente un véritable intérét et ce
plus particulierement lorsque les relations de récurrence sont d’ordre au moins
égal a 2. En effet, les zéros des suites récurrentes linéaires contiennent une
profonde complexité et il est notamment extréemement difficile d’identifier de
manicre effective leurs zéros. A titre d’exemple, le probleme suivant est ouvert :

Probléme ouvert 1. Soient k£ un corps de caractéristique zéro et (u,)nen une
suite récurrente linéaire sur k. Est-ce que le statut de I’assertion suivante :

vn e Nyu, #0
est vérifiable en temps fini?
On donne désormais une formulation du théoreme 1 en termes d’algebre linéaire :

Théoréme 2. Soient k un corps de caractéristique zéro, x € k? et o un
automorphisme linéaire de k. Si H est un hyperplan de k¢, alors I'ensemble :

{neNt.q. o"(x) € H}
est union d'un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.
Avant d’établir I’équivalence annoncée, rappelons la terminologie suivante :

Définition 2. Soient R un anneau commutatif et d un entier naturel non nul,
on appelle matrice compagnon de taille d, toute matrice de la forme suivante :

o 1 0 --- 0
o 0 1 --- 0
O 0 0 --- 1
ap aip Gz --- Qd—1

ol ag,--- ,aq_1 sont dans R.
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Il est aisé de constater que si k est un corps, A est une matrice compagnon
de taille d > 2 et x € k9, alors les composantes de (A"z),cy sont des suites
récurrentes linéaires sur k. Il suffit pour cela de comprendre ’action de A sur x.

Nous pouvons désormais montrer que les théoremes 1 et 2 sont équivalents.

Preuve. On procede par double implication.

e On suppose le théoreme 1 acquis. En vertu du théoreme de décomposition

de Frobenius [0], il existe une base de k? dans laquelle la matrice de o,
que l'on note A, soit constituée d’une diagonale de matrices compagnons.
Par ailleurs, H étant de codimension 1 dans k%, il existe v € k? tel que :

H:{yekdt.q.tvyzo}.
Par conséquent, on en déduit que l'on a :
{n € Nt.q. o"(z) € H} = {n € N t.q. 'vA™z = 0}.

o étant un automorphisme, la matrice A est inversible et les matrices
compagnons qui la composent sont toutes de taille au moins égale a 2.
Ainsi, puisqu’'une combinaison linéaire de suites récurrentes linéaires est
encore récurrente linéaire, (*vA"z),  est elle aussi récurrente linéaire.
Finalement, d’apres (1) et le théoreme 1, on a établi le théoreme 2.

On suppose le théoreme 2 acquis. Par définition, il existe d € N3; et

ag, - ,aq—1 dans k avec ag # Oy tels que l'on ait :
d—1
Vn € Ny upiqg = Z iUy
i=0
On introduit alors A la matrice compagnon associée aux ag,--- ,aq_1;

en développant le déterminant de A par rapport a sa premiere colonne,
on constate que A est inversible. Ainsi, en notant ¢ I'unique endomor-
phisme de k¢ dont la matrice dans la base canonique est A, on définit un
automorphisme de k. En outre, on introduit les éléments de k? suivants :

Uo 1
Ui 0

€T = . et w:=
Ug—1 0

De cette maniere, en comprenant ’action de ¢ sur z, on montre que :
vn € N, u, = 'wo"(z).
On définit alors ’hyperplan de k% suivant :
H:= {y € k t.q. "wy}.
Des lors, d’apres (2), on en déduit que 'on a :
{neNtq u,=0}={neNtq. o"(x) e H}.

Finalement, d’apres (3) et le théoreme 2, on a établi le théoreme 1.
O
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Avant de pouvoir donner une généralisation significative de la version algébriquo-
géométrique du théoreme de Skolem-Mahler-Lech (théoreme 2), nous avons
besoin d’introduire la notion d’automorphisme polynomial affine :

Définition 3. Soient R un anneau commutatif et d un entier naturel non nul,
on appelle espace affine de rang d sur R et Uon note A%, le R-module R%.
Alors, les automorphismes de A% sont les inversibles de R[X;, - -+, X%

Théoréme 3. (Bell [1]) Soient k un corps de caractéristique zéro, z € AY et
o un automorphisme de A{. Si X est une sous-variété de A%, alors I’ensemble :

{meZtq. o™ (z) e X}
est union d’'un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.

Le théoreme 2 apparait comme une version linéaire du théoreme 3; en effet,
un automorphisme linéaire est un automorphisme polynomial dont les compo-
santes de lui-méme et son inverse sont des polynomes homogenes de degré 1.

Le contexte et les enjeux ayant été introduits, détaillons désormais 1’approche
que nous adopterons pour obtenir les résultats annoncés ci-dessus.

Veuillez tout d’abord noter que nous nous contenterons seulement d’établir
intégralement le théoreme 1. Cependant, nous insistons sur le fait que le che-
minement suivi permettrait d’obtenir avec un moindre effort le théoreme 3.
En effet, il s’agirait essentiellement de vérifier que le résultat d’interpolation
p-adique utilisé pour démontrer le théoreme 1 s’applique encore.

Comme nous venons de le laisser sous-entendre, nous montrerons qu’il suffit
d’établir les théoremes 1 et 3 sur les corps de nombres p-adiques, notamment
en montrant que toute extension finiment engendrée de QQ se plonge dans une
infinité de Q, (partie 3.1). Cette restriction ayant été faite, nous utiliserons
un résultat général d’interpolation p-adique pour les itérés de fonctions poly-
nomiales (partie 2), ce qui nous permettra d’inclure ’ensemble qui intervient
dans le théoreme 1, respectivement dans le théoreme 3, dans I’ensemble de zéros
d’une fonction p-analytique. Finalement, nous conclurons grace a un résultat
sur la répartition dans Z, des zéros des séries entieres p-adiques (partie 1.3).

Ce dossier a été construit de telle maniere a ce que chaque partie puisse étre
lue indépendamment des autres. En effet, nous nous sommes dans la mesure
du possible efforcés de montrer chaque résultat utile au moment venu et nous
faisons systématiquement mention des énoncés exploités. De cette maniere, le
lecteur pourra parcourir ce rapport a son entiere convenance et s’il est familier
a l'analyse p-adique, il pourra se laisser tenter de passer a la partie 2.
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1. QUELQUES RUDIMENTS D’ANALYSE p-ADIQUE

Soit p un nombre premier quelconque, I'objectif final de cette partie est la
compréhension de la répartition dans ’anneau des entiers p-adiques des zéros
de séries entieres a coefficients p-adiques. Ce résultat sera crucial pour établir
les théoremes 1 et 3 énoncés en introduction. Notre cheminement débutera
par une construction algébrique des entiers et des nombres p-adiques et se
poursuivra par 1’élaboration d’une topologie sur ces ensembles.

1.1. Arithmétique élémentaire des entiers et des nombres p-adiques.
Quels que soient m et n des entiers naturel au moins égaux a 1 et tels que
m < n, on introduit le morphisme d’anneaux suivant :

o { Z/p") = Z/OM)
m x mod p" +— x modp
Soit (x,y) € Z* tel que x =y mod p", alors comme p™|p", il vient :
r=y mod p™.
Ainsi, ¢} est constante sur les classes d’équivalence de Z modulo p”.

Définition 1.1. L’ensemble des entiers p-adiques, noté Z,, est défini par :

(Tn)nens, € H Z/(p") t.q. ¥(m,n) € Noi>,m < n = ¢ (2,) = T,

n€N>1

Remarque 1.2. C’est I’étude des équations diophantiennes qui a motivé K.
Hensel & définir les entiers p-adiques dans son article fondateur [7] de 1897.

Remarque 1.3. Soient (I, <) un ensemble ordonné, (E;);c; une famille d’en-

sembles indexée par I et ( ff By — Ei)(i,j)e 72 une famille d’application satis-
i=j
faisant aux deux propriétés suivantes :

Viel, fl =idg,,
V<Z7j,l€) S [277: jj k= ka = fzj Off'

Une telle donnée constitue un systeme projectif d’ensembles. On appelle alors
limite projective des E; et on note I&H E; 'ensemble suivant :

{(ai)iel S HEZ t.q. V(l,j> - IQ,i =< ] = fzj(a]) = CLZ'} .

el

Selon le formalisme décrit ci-dessus, Z, est la limite projective du systeme :

{(Z/(pn))nel\l;l ) (‘P7n><mv">EN>12} '

m<n
Par conséquent, la grande majorité des résultats que nous établirons dans
cette partie s’inscrivent dans le cadre d’une théorie plus large et s’étendent en
particulier naturellement aux limites projectives d’anneaux topologiques.
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Définition-Proposition 1.4. Quels que soient = := (2, )nen., €t ¥ := (Yn)nens,
des éléments de Z,, on définit :

rT+y:= (zn + yn)n€N>17

T X y = (xnyn)n6N>1'
Z, muni de 4 et x est un anneau commutatif unitaire.

Preuve. Quel que soit (m,n) € N3;? satisfaisant & m < n, ¢7 est un mor-
phisme d’anneaux. Par conséquent, + et x sont des lois de compositions in-
ternes sur Z, et les deux éléments définis ci-dessous sont dans Z,, :

0z, = (0z/m)) nene, » 12 = (12/6m) e, -
Quel que soit & := (T )nen., € Zp, on définit I'élément de Z, suivant :
—T := (—Tp)neNs, -

A partir des propriétés de l'addition et de la multiplication sur chacun des
anneaux Z/(p"),n € Nxj, on vérifie que quel que soit (z,vy,2) € Z,°, on a :

r+ (y+2) = (x +y) + 2z (associativité de +),

T +y =y + r (commutativité de +),

r + 0z, = = (élément neutre pour +),

r + (—x) = 0z, (inverse pour +),

x X (y x z) = (z xy) X z (associativité de x),

e & Xy =y xx (commutativité de x),

e z X 1z, = x (élément neutre pour x),

o & X (y+2)=1uxy+axx z (distributivité a gauche de + sur x).

Finalement, Z, est un anneau commutatif unitaire.

Proposition 1.5. On définit 'application suivante :
_ 7 — Ly
i
r +— (r mod p”)nm}1

¢ est un morphisme d’anneaux injectif.

Preuve. On vérifie sans peine que 7 est a valeurs dans Z, et que i(1) = 1z, .
Par ailleurs, quel que soit (z,y) € Z?, on a :

o i(x+y)=1i(x)+i(y).
o i(xy) = i(z)i(y).
Enfin, on observe que pour tout x € Z, on a :
i(r) =0z, ©®Vn e N,p"lz &z =0.

D’ou le résultat annoncé.
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Remarque 1.6. D’apres la proposition 1.5, Z, est de caractéristique 0.

Proposition 1.7. Le groupe des unités des entiers p-adiques, noté Z,, est :

pr = {(ﬁn)neN% < Zp t.q. x1 € (Z/pZ)*}

Preuve. On procede par double inclusion.

o Soit # := (Tn)nens, € Zp ", il existe y := (Yn)nen,, € Z, satisfaisant a :

ry = lz,.

Des lors, en examinant les termes d’indice 1, il vient :

1y = 1z/(p)-
Finalement, on a x, € (Z/pZ)*.
Soit 1= (Tn)nens, € Zy avec 71 € (Z/pZ)*, il existe y; € Z/(p) tel que :

vy = lz)p)-

n—1

Soit n € Ny, supposons avoir construit (yi)repn—1] dans HZ/(pk)

k=1
satisfaisant aux deux propriétés suivantes :

Vk € [1,n — 1], zrye = 170,
V(g,r) € Not® g < <n—1,= @) (yr) =Yg
Soit z,, un représentant de x,, modulo p", comme ¢} (x,) = x1, on a :
z, Z0 mod p.

On en déduit que z,, et p sont premiers entre-eux. Des lors, z,, et p™ sont
premiers entre-eux et il existe y, € Z tel que I'on ait :

ToUn =1 mod p".
En d’autres termes, il existe y,, € Z/(p™) satisfaisant a 1’égalité suivante :
Tnln = Lz/Gr)-

Soit m € Ns1,m < n, en appliquant le morphisme d’anneaux ¢ a (3),
on obtient ’égalité suivante :

@?n(mn)@nm(yn) = Lz/m)-

Par ailleurs, en prenant 1'égalité (1) en k = m, il vient @,,ym = 1z/pm).
Des lors, en rapprochant cette égalité avec (4), il vient :

P (Tn) O (Yn) = TimYm-
Or, ¢ (z,) = @, et injectant cette information dans 1’égalité (5), on a :
xmgp%(@/n) = TmYm.

Finalement, d’apres 1’égalité (1) prise en k = m ou d’apres 1'égalité (3),
selon que m < n ou m = n, en multipliant (6) par y,,, il vient :

OmYn) = Ym.
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En résumé, d’apres (1), (2), (3) et (7), on a construit (yi)rep,n) dans

n
H Z./(p") satisfaisant aux deux propriétés suivantes :
k=1

Vk € [1,n], zrye = 1z/05),
V(q,T) € N>127q < r < n,= ‘P;(yr) = Yq-
Finalement, on construit par récurrence un inverse a x dans Z,.

D’ou I’égalité annoncée.

Remarque 1.8. Soit z := (z,)nen,, € Zy, on a:
Vn € Nog, on 1 (2) = Tp_1.
Par conséquent, p divise x; si et seulement si pour tout n € Ny, p divise x,,.
En accord avec la proposition 1.7, on a alors :
Ly* =Ly \ PLy.

Proposition 1.9. Quel que soit x € Z,", il existe m un unique entier naturel
et € une unique unité de Z, tels que I'on ait la décomposition suivante :

x=pe.
, s
Preuve. On montre I'existence et 'unicité séparément.
e Soit * := (Zp)nen., € Z,", on distingue les deux cas suivants :
o Supposons que x € Z,~, alors m = 0 et £ = = conviennent.

o Supposons que z ¢ Z,”, il existe k € N>, tel que 'on ait 2 # 0z,(,»).
Soit ¢ € Nsy, comme @} (1) = x5, on a x; # 0Oz/(pr) et I'ensemble des
indices n € N3 tels que x, = 0z/(n) est majoré par k. Or, d’apres la
proposition 1.7, x; = 0z, et on peut alors introduire :

m = max {n eNy tq 2, = OZ/(pn)} )
Quel que soit n € N3y, on fixe x,, un représentant de x,, modulo p".

Soit n € N5, on constate que l'on a :

O (Tmgn) = Ty = 0z (pm)-

Dés lors, p™ divise T, 1 et on introduit 1'élément de Z/(p™) suivant :

f’v
£ = 2 mod p".
pm

On pose € := (€ )nen,,, quel que soit (g,7) € N., %, ¢g<r,ona:

—~—

(8) o (er) = I;;’“ mod p7.

Or, comme @ " (Tmyr) = Tg = @) (X myq), il vient :

—_~—

Tmtq = Tmtr mod pl.
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Des lors, en réinjectant cette information dans ’égalité (8), on a :
©o(er) = &g
On a € € Z, et supposons par I'absurde que €; = 0z, alors on a :
Tmg1 = Ozpm+1y.

Des lors, par définition de m, il vient m + 1 < m, ce qui n’est pas.
Par conséquent, d’apres la proposition 1.7, on a :

eE€Ly”.
Enfin, quel que soit n € N>, on observe que l'on a :
P"En = Tmin mod p".

Or, comme @™ (2, 1,) = 2y, il vient :

—~—

Tan = T, mod p".
En réinjectant cette information dans (9), on a :
pEn = Xp.
Finalement, on a ’égalité suivante avec m € N et ¢ € Z,* :

pe = x.

e Soit x € Z,", supposons que 1'on dispose de m; et my dans N, ainsi que

(10)

(11)

de €1 := (E1,n)nen,, €t €2 = (€2,n)nen,, dans Z,™ tels que I'on ait :
xr=p"e et x = p2es.
Des lors, on a les égalités suivantes :
Vn € Noy, p™er,, = p™ean.
Par conséquent, en prenant n = m; dans (10), on a :
P eamy = Oz)pm).

Or, si &y, est un représentant de e5,,, modulo p™, alors d’apres la
remarque 1.8, p ne divise pas &a,,,. On en déduit que p™ et &y, sont
premiers entre eux et que €g,,, € (Z/p™7Z)™. Ainsi, d’apres (11), on a :

Mo = My.
En reproduisant le méme argument en prenant n = mgy dans (10), on a :
m:=my; = ms.
Quel que soit n € N3y, en prenant (10) en n = n + m, il vient :
P 1 ntm = P €2 n4m-
On en déduit que les représentants de €1 5,4 €t €1 y4m modulo Pt sont

congruents modulo p”, c¢’est-a-dire que 1’'on a :

‘PZH_TL (51,n+m) = ‘:OZH_TL (52,n+m) .

Finalement, on a €, = €3,,. D’ou 'unicité de la décomposition.

D’ou le résultat annoncé.
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Corollaire 1.10. Z, est un anneau integre.

Preuve. Chacun des Z/(p"™),n € N5; étant non nul, on a :
0z, # 1z,

Solent z et y dans Z,", d’apres la proposition 1.9, il existe m, et m, dans N,
ainsi que g, et ¢, dans Z,* tels que l'on ait :

x=p"e, ety =pTe,.
Des lors, il vient :
zy =pTTMe e,
On en déduit que zy # 0z,, sinon on aurait p™=*™ = 0z, ce qui n’est pas.
Par contraposition, on a alors :
v(‘T7y) € Zp27xy = OZP =T = OZP ouy = OZ;D‘
Finalement, Z, est un anneau integre.

O

Définition 1.11. On appelle corps des nombres p-adiques et I’'on note Q, le
corps des fractions de I’anneau integre 7Z,.

Remarque 1.12. D’apres la remarque 1.6, Q, est de caractéristique 0.

Proposition 1.13. Il existe un unique morphisme d’anneaux injectif de Q
dans Q, qui prolonge 7, on le note j : Q — Q,.

Preuve. On note 41 : Z — Q, respectivement iy : Z, — Q,, le plongement
canonique de I’anneau Z, respectivement de Z,, dans son corps des fractions.
Des lors, d’apres la proposition 1.5, on a le diagramme suivant :

i

7 Ly,
|
K(z)=Q K(Zp) = Qp
Finalement, par propriété universelle du corps des fractions de Z, il existe un
unique morphisme d’anneaux injectif j : Q — Q, tel que :
joiy =iy oi.

En pensant a i; et i, comme a des inclusions, on a le résultat annoncé.

1
Proposition 1.14. QQ, est engendré par — sur Z,, c’est-a-dire que l'on a :
p

1
o-s ]

P p P
Preuve. D’apres la remarque 1.8, un élément de Z, est non inversible si et
seulement s’il appartient a pZ,. Des lors, Q, est le localisé de Z, en pZ,.

Finalement, pZ, étant engendré par p, on a l’égalité annoncée.
O
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Proposition 1.15. Quel que soit x € Q,, il existe m un unique entier relatif
et € une unique unité de Z, tels que 'on ait la décomposition suivante :

x =pe.
Preuve. On montre 'existence et ['unicité séparément.

e Soit x € Q,", d’apres la proposition 1.14, il existe P € Z,[X] de degré n
satisfaisant a I’égalité suivante :

()

En réduisant chaque fraction de cette identité au méme dénominateur,
on obtient a € Z, tel que 'on ait :

p
Comme z € Q,%, a € Z," et d’apres la proposition 1.9, il existe n’ € N et
e €Z,” tel que a = p" e. Finalement, en posant m :=n' —n € Z, on a :
x =ple.
e Soit z € Q,", supposons qu’il existe m; et mo dans Z, ainsi que €1 et &y
dans Z,* satisfaisants a :
xr=p"e et x = p"es.
On commence par observer que my et msy ont méme signe ; en effet, sinon
x serait a la fois dans Z, et Q, \ Z,, ce qui ne peut étre.
o Supposons que mq et my soient tous les deux positifs, alors d’apres la
proposition 1.9, on a m; = msy et 1 = &5.
o Supposons que m; et mo soient tous les deux négatifs, alors, on a :

—ma2 —ma2

p Ta1=p Téa.
—my et —my étant tous les deux positifs, d’apres la proposition 1.9,
on a —mi; = —my et €1 = €o.

D’ou le résultat annoncé.

1.2. Topologie élémentaire du corps des nombres p-adiques.

Définition 1.16. On appelle valuation p-adique et on note v, : Q, — ZU{o0}
I’application définie par :

e 1,(0) := oo.

o Siz € Q,", d’apres la proposition 1.15, il existe m un unique entier relatif
et € une unique unité de Z, tels que I'on ait :

x=pTe.

On pose alors v,(z) = m.
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Remarque 1.17. Soit z € Q,”, il existe ¢ € Z,™ satisfaisant a = = pr@e.
La valuation p-adique de z est le plus grand entier relatif m tel que x € p"Z,,.
En effet, on a z € p”P(x)Zp et si 'on avait x € p”P(“"’)“Zp, alors € € pZ,, ce qui
d’apres la proposition 1.7 et la remarque 1.8 contredirait que € soit dans Z,™.
On en déduit les interprétations suivantes de la valuation p-adique :

o Si x:= (Ty)nen,, € Zy", alors v,(r) = max {n eNy; tq z, = OZ/(pn)}.
e Siz € Z*, alors avec la proposition 1.5, v,(z) = max {n € N3, t.q. p"|z}.

Proposition 1.18. Quels que soient = et y dans Q,, on a :

i. vy(x) = oo si et seulement si x = 0.

. v,(2y) = vp(z) + v,(y).
iii. v,(z +y) = min(v,y(x), v,(y)) avec égalité si v,(x) # v,(y).
Preuve. On montre indépendamment chaque propriété.

i. Cette propriété découle immédiatement de la définition 1.16.

ii. On distingue les deux cas suivants sur x et y :
e Supposons que x ou y soit nul, alors ’égalité est vraie.
e Supposons que x et y soient non nuls, il existe €,,¢, € Z,” tels que :
z=p*@e, ot y = pvp(y)gy'
Par conséquent, on a :
Ty = pvp(x)+vp(y)5x5y‘
Comme ¢,¢, € Z,”, d’apres la définition 1.16, il vient :
vp(zy) = vp(x) + vp(y).
iii. On distingue les deux cas suivants sur z et y :
e Supposons que x ou y soit nul, alors la propriété est vraie.
e Supposons que x et y soient non nuls, il existe €,,¢, € Z,” tels que :
z=pr@e et y= pvp(y)gy'

On suppose sans perte de généralité que v,(z) < v,(y), on a alors :

(12) T+ Y= p“p(x) (Ecc + pvp(y)_vp(x)gy) .
Or, on a prW=u@e € 7 et d’apres (12), il vient :
(13) x+y € pr Iz,

Des lors, d’apres la remarque 1.17, on a :
vp(z +y) = vp(z).
Supposons désormais que v,(z) < v,(y), alors on a :
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Si par 'absurde x + y € p“P(“;)“Zp, alors d’apres (12), on a :
5x + pUP(y)fvP(x)gy E pr

Ainsi, d’apres (14), on a ¢, € pZ,, ce qui d’apres la proposition 1.15
contredit €, € Z,* et on en déduit que l'on a :

(15) v+y g pr L,
Finalement, d’apres (13), (15) et la remarque 1.17, on a :
vp(T +y) = vy(z).

D’ou le résultat annoncé.

O

Définition 1.19. On appelle norme p-adique et on note | - |, : Q, — [0, +00|
I’application définie par :

e [0g,|, =0.
e Siz € Q) on pose |z, = p~®.
Remarque 1.20. D’apres la proposition 1.9 et la définition 1.19, on a :
Zy:=A{zr € Q, t.q. |z|, < 1}.

Proposition 1.21. Quels que soient = et y dans Q,, on a :

i. |z|, = 0 si et seulement si x = 0.

i |zylp = [z]p]ylp-
iii. |z 4+ y|, < max(|x|,, |y|,) avec égalité si |x|, # |yl

Preuve. Ses propriétés se déduisent de la proposition 1.18 par exponentiation
et en remarquant que quel que soit (a,b) € R? on a :
— min(a, b) = max(—a, —b),
max(a,b) _ max(pa’pb)'
OJ

Définition 1.22. On appelle distance p-adique et on note J,, : Qp2 — [0, +00]
I’application définie par :

Y(2,y) € Q" 0p(w,y) = |z — yl;.
Proposition 1.23. Q, muni de J, est un espace ultramétrique.
Preuve. Quel que soit (z,y,2) € Qp3, on a :
e (séparation) D’apres le point i. de la proposition 1.21, on a :
Iz, y) =02 =y.
e (symétrie) D’apres le point ii. de la proposition 1.21, on a :

op(,y) = dp(y, x).
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e (inégalité ultramétrique) On commence par écrire :
r—z=(x—-y)+{Yy—2).
D’apres le point iii. de la proposition 1.21 et le point précédent, on a :
5p(x7 Z) < maX((Sp(x7 y>> 5p(y, Z))

Finalement, (Q,,d,) est un espace ultramétrique.
[l

Proposition 1.24. On note .7 la topologie produit sur H Z/(p"™) associée
neNy

aux topologies discretes sur chacun des Z/(p"),n € N3;. La topologie induite

par 7 sur Z, et la topologie associée a la restriction de 6, sur Z, sont égales.

Preuve. Soient & := (¥,)nen., € Zp,€ € Rog et ¥ := (Yn)nens, € Zyp, on a:
(16) y € Bs,(7,¢) & vy(x —y) > —log,(e).
Or, en posant m := |—log, ()|, d’apres la remarque 1.17, on a :
(17) vy(r —y) > —log,(e) & Vn € Nyp,n <m =z, = yp.
Des lors, d’apres (16) et (17), il vient :
y € Bs (r,6) & VneNyj,n<m= x, = yn.
Finalement, on en déduit que 'on a :
B, (x,¢) = (H{xn} < T Z/(p")) NZ,.
n=1 nzno

Or, 'ensemble suivant constitue une base de voisinages ouverts de (Zp, f‘zp) :

{ (H{xn} < 11 Z/(P")) N Zy,m € Noy, (2n)nerim € || Z/(P")}

n=m n=1

et celui ci-dessous est quant a lui une base de voisinages ouverts de (Z,, d,) :
{ng(x,s),x € ZLp,c € R>0} .

D’ou le résultat annoncé.

Proposition 1.25. i(N) est une partie dense de Z,,.

Preuve. Soit z := (Zn)nen., dans Z,, quel que soit n € N1, on se donne ¥, un
représentant positif de x,, modulo p™, en accord avec la proposition 1.5, on a :

T — Z(yn)n = OZ/(pn).
Or, d’apres la remarque 1.17, on a :
vp(r — i(y,)) = max {m € Noy t.q. Ty — i(Yn)m = OZ/(pm)} .

Par conséquent, v,(z —i(y,)) = n et on en déduit I'inégalité suivante :

op(z,i(yn)) < p~ "
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En passant a la limite quand n tend vers +oo, il vient :

Tim Gy, i(yn) = 0.

Finalement, on a lirf i(yn) = x. D’ou le résultat annoncé.
n—-+0o0
Proposition 1.26. j(Q) est une partie dense de Q,,.
Preuve. Soit © € Z,, il existe (a,b) € Z, x Z," satisfaisant a :
(18) r=ab'.
D’apres la proposition 1.25, il existe (a,)nen €t (bp)nen dans ZpN telles que :

(19) lim i(a,) =aet lim i(b,)=0.

n—4o0o n—400o

En particulier, il existe N € N tel que I'on ait :

(20) VneN,n> N =i(b,) € Bs,(b,e).
Or, b étant non nul, il existe ¢ € Ry satisfaisant a :
(21) 0¢ Bs,(b,e).

Ainsi, i étant injectif (proposition 1.5), d’apres (20) et (21), on a :
VneN,n> N = b, #£0.

Quel que soit n € N3y on est alors en mesure de définir I’élément de Q suivant :

Qn

Ty = —.

bn

Des lors, d’apres la proposition 1.13, on a :
(22) Vn € Now, j(2a) = j(an)j(bn) ™" = i(an)i(b,) ™.

Finalement, d’apres (18), (19) et (22), on a :

nlgﬁmj(xn)::x.

D’ou le résultat annoncé.

Lemme 1.27. Z, est fermé dans H Z/(p") muni de .

nGN;l

Preuve. Soit & := (Tn)nen., € H Z/(p") | \ Z,, on dispose de m et n des

nEN>1
entiers naturels au moins égaux a 1 tels que m < n et satisfaisants a :

O (Tn) # T

On introduit alors ’ensemble suivant :

V= H{xn} X H 7] (p").

k>n+1
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V' est un ouvert de H Z/(p") qui contient = et tel que V NZ, = @.
nEN;l

Finalement, V' est un voisinage ouvert de z dans H Z/(p") | \ Zy, et

nEN>1

H Z/(p") | \ Z, est ouvert dans H Z/(p"), d’ou le résultat annoncé.
nGN;l n€N21

O
Proposition 1.28. 7Z, est compact dans Q,.

Preuve. Quel que soit n € Ny, Z/(p™) étant fini, il est compact pour la topo-
logie discrete. Des lors, d’apres le théoreme de Tychonoff, H Z/(p") muni

TLGN;l
de .7 est compact. Ainsi, d’apres le lemme 1.27, (Zp, 9\2?) est compact. Fina-
lement, d’apres la proposition 1.24, (Z,, ,) est compact.
]

Corollaire 1.29. L’espace métrique Z, est complet.

Proposition 1.30. L’espace métrique Q,, est complet.

Preuve. Soit (z,)nen € Q," une suite de Cauchy, il existe N € N tel que :
VYneNn>N= |z, —zy| <1

Des lors, d’apres la remarque 1.20, on a :
VneN,n>N =z, —xn € Z,.

Comme (x,,),en est une suite de Cauchy, (r, — Tn)usn € ZPN Iest également.
Par conséquent, d’apres la proposition 1.29, (x, —2y)n>n converge vers x € Z,.
Finalement, (z,)nen converge vers x + xy dans Q,. D’ou le résultat annoncé.

O

Remarque 1.31. En accord avec les propositions 1.26 et 1.30, Q, est obtenu
par complétion de Q pour la distance d,,.

1.3. Etude des zéros des séries entitres a coefficients p-adiques.
Définition 1.32. Soit (a,)neny € QPN, on appelle série entiere formelle en
I'indéterminée X de terme général (a,),en la série Y a, X™.

Notation 1.33. L’ensemble des séries entieres formelles en I'indéterminée X
et a coefficients dans Q, est noté Q,[[X]].

Définition 1.34. Soient f € Q,[[X]] de terme général (a,)nen et © € Q,, on
dit que f est convergente en x si et seulement si la série ) | a,x™ est convergente.

Proposition 1.35. Soit (a,)nen une suite d’éléments de Q,, la série Y a,, est
convergente si et seulement si (a,)n,en converge vers 0. Le cas échéant, on a :

—+00
> an
n=0

S g lonls

p
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Preuve. On introduit la suite des sommes partielles de Y a,, :

(An)nen = <Z ak)

neN

On procede alors par double implication.

21

e Supposons que la série Y a, soit convergente, alors (A,),en converge.

(23)

(24)

(25)

(26)

Or, on observe que l'on a :
vneN,a,=A4, —A,_1.
Finalement, en passant a la limite quand n tend vers +o0, il vient :

lim a, = 0.
n—-+00o

Supposons que la suite (a,)n,en converge vers 0, on observe que l'on a :

m-+n
Vm € N,¥n € Noy, 6,(Am, Aman) < | Y
k=m+1 p
Or, d’apres la proposition 1.23, on a :
m+n
Vm € N,Vn € Ny, Z ap| < max _|aglp
P ke[m+1,m+n]

p
Des lors, d’apres (23) et (24), il vient :

Vm € N,Vn € Nxy, 6,(An, Amin) < keﬁl@i}inﬂ |ag|p-

Soit € € R, comme (a,,)nen converge vers 0, il existe N € N tel que :

VmeN,m> N = |a|, < e.
En particulier, on en déduit que 1’'on a :

VmeNm > N,Vn €Ny, max |agf, <e.
ke[m~+1,m+n]

Des lors, d’apres (25) et (26), il vient :
Vm € N;m > N,Vn € Noqy, 6,(An, Apman) < €.

(Ap)nen est de Cauchy et d’apres la proposition 1.30, (A,),en converge.

Finalement, ) a, est convergente.

Supposons que (a,)en converge vers 0, alors d’apres ce qui précede > a,, est
convergente. Or, d’apres le point iii. de la proposition 1.21, | - |, est continue
(1-lipschitzienne) et 'on en déduit 1'égalité suivante :

(27)

+oo n

E a,| = lim E ay
n—-+00

n=0 k=0

p p

Or, d’apres la proposition 1.23, on a :

(28)

n

S

k=0

Vn €N, < max_|aglp.

kefo,n]

p
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(an)nen convergeant vers 0, elle est bornée et il existe N € N tel que I'on ait :

VneN,n>N = |a,|, < r£a§<|ak|p.
S

Par conséquent, on en déduit que l'on a :

max |axl, = (o |akp-

Des lors, d’apres (28), on a :

n

(29) VneNn>N = %ak < 1;11131%{|an|p.
= p

Finalement, d’apres (27) et par passage a la limite dans (29), on a :

+o0

E an| < max|anl,.
neN

n=0 D

O

Proposition 1.36. Soit (a;;);  )en2 une suite double d’éléments de Q, telle
que lim a; ; = 0, alors les séries Z Z a;; et Z Z a; ; sont conver-
i i

max(%,j)—+oo

gentes dans Q, et convergent vers la méme limite.

Preuve. Soit i € N, comme lim max(i,j) = +00, on a :
j—+oo

hm Qi 5 = 0.
J—r+oo
Par conséquent, d’apres la proposition 1.35, Z a; ;j est convergente et 1'on a :
J

—+o0

E “a;;| < max|agl,.
- JeEN

Jj=0 p

Or, quel que soit j € N, lim max(i, j) = 400, d'ou lim |a; ;| =0 et 'on a:
1—+00 1—+00

lim max|a; ;|, = 0.
i—4oo jEN lp
+oo
Des lors, Zlgrnoo g a; ; = 0 et d’apres la proposition 1.35, E g a; ; converge.
j=0 i
De la méme maniere, on montre que E E a;; est convergente.
i
Soit € € R, il existe N € N tel que 'on ait :

V(i,7) € N*,max(i,j) = N = |a;;|, < e.
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Des lors, d’apres la proposition 1.35, on a :

400 400 N N
(30) aij— YD | =| Y. ai;| < e |aijlp <€,
— — - - i,5)€
=0 j=0 i=0 j=0 » % J max(i,j)>N
max(4,7)>N
p
400 400 N N
(31) =YY ai| =| Y. Y aij| < e, |aijl, < e
T T - - 4,J)€
7=0 =0 7=0 =0 » 7 A max(i,j)>N
max(,5)>N »

L’ordre de sommation des sommes finies n’ayant pas d’importance, on a :

+o0o0 400 +o0o 400 +o00 400 +o00 400
DD i~ ZZ% N9 ST 3 Sy ZZ@MZZ%
=0 7=0 7=0 =0 =0 7=0 =0 7=0 7=0 =0 7=0 =0

Ainsi, d’apres le point iii. de la proposition 1.21, (30) et (31), il vient :

“+o00 +oo “+o00 +oo
DD i~ ZZ% <
=0 j=0 7=0 =0

D’ou le résultat annoncé.
O

Théoréme 1.37. (Strassmann [16]) Soit f € Q,[[X]] de terme général (a, )nen-
Si (an)nen est non nulle et converge vers 0, alors f converge sur Z, et l'on a :

#{r € Z, t.q. f(z) =0} < max {n e N t.q. |ay|, = max ]ak\p} < 0.
S

Preuve. D’apres la remarque 1.20 et le point ii. de la proposition 1.21, on a :
Vo € Z,,Vn € N, |a,z"|, < |ayp.
Des lors, on en déduit que l'on a :

Vr € Zp, lim a,a" = 0.

n—-+0o

Finalement, d’apres la définition 1.34 et la proposition 1.35, f converge sur Z,,.

(an)nen convergeant vers 0, elle est bornée et il existe V € N tel que :

VneN,n> N = |a,|, < max |ag|,.
keN
On peut alors définir I'entier naturel suivant :
M :=max<n € N t.q. |a,|, = max |a :
{ q. |anlp keN| k|p}

On procede alors par récurrence sur M.
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e Initialisation. Si M = 0, alors par construction de M, on a :
(32) VneNn>1=|a, < |aolp.

S’il existait © € Z,, tel que f(z) = 0, on aurait I’égalité suivante :

“+o0o

ap = — E apx”.

n=1
Des lors, d’apres la remarque 1.20, le point ii. de la proposition 1.21, la
proposition 1.35 et I'inégalité (32), il viendrait :

laglp < max lanlp, < |aol,,

ce qui ne peut étre. Finalement, f ne s’annule pas dans Z,.
e Hérédité. Si M > 1, on distingue les deux cas suivants sur f :
o Si f ne s’annule pas dans Z,, alors f a au plus M zéros dans Z,.

o S'il existe y € Z, tel que f(y) =0, alors, on a :

(33) Vo € Zp, f(2) = f(@) = f(y) = D an(e

Or, on rappelle que quel que soit x € Z,, on a l'identité suivante :
n—1
(34) Yn - N>17 xn o yn — (LU _ y) Z xkynfkfl'
k=0

Des lors, quel que soit « € Z,,, on définit a(z) € QpN2 par :

. 2 - a;ply Tl sid 2 et j<i
V(i,j) € N a(z);; = { 0 , sinon.

De cette maniere, d’apres (33) et (34), on a I’égalité suivante :

400 400

(35) V& € Zy, f(z V)Y D alr

m=0 n=0

D’apres la remarque 1.20 et le point ii. de la proposition 1.21, on a :
Vo € Zy,V(i, j) € N?, la(@)ijlp < lailp.
Des lors, quel que soit o € Z,, on a :
Vi €N, lim |a(z)l, = 0.
Par ailleurs, on constate que quel que soit € Z,, on a :
Vi € N’jEI—Eloo |a(x)i,j|p =0.
Par conséquent, d’apres la proposition 1.36 et 1'égalité (35), il vient :

+o00 400

f@)=(r—y)) > alx

n=0 m=0
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(38)
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On en déduit 1’égalité suivante :

Vo € Zy, f(x Z:c Z amy™

m=n-+1
On pose by := 0 et quel que soit n € N3, on définit I’élément suivant :

b, = Z Ay "t

Soit g la série entiere de terme général (b, )nen, d’apres (36), on a :

Vo € Zy, f(z) = (v — y)g(z).
En outre, d’apres la remarque 1.20, le point ii. de la proposition 1.21,
la proposition 1.35 et par construction de M, on a :

Vn e N, |b,|, < max lam|p < |an|p-
Par ailleurs, par construction de M, on a également :

VneN,n>M+1=|al, < |anlp-

Des lors, d’apres la remarque 1.20, le point ii. de la proposition 1.21,
la proposition 1.35 et I'inégalité (39), on a :

> amym ™M

m=M+1

< gl]%}frl ’anlp < |aM|p

p
Par conséquent, d’apres le point iii. de la proposition 1.21, il vient :

Z amyme

m=M+1

|bM71|p = Inax |aM|p7 = |aM|p-

p
Enfin, d’apres les inégalités (38) et (39), on a :

VneNn>M—1=|b,|, < |amlp.
Des lors, d’apres (38), (40) et (41), on a :

max {n eNt.q. |bn], = max |bk|p} =M-1.

Ainsi, par hypothese de récurrence, ¢g a au plus M — 1 zéros dans Z,,.
Finalement, d’apres (37), f a au plus M zéros dans Z,.

D’ou le résultat annoncé.

O

Remarque 1.38. Le théoreme 1.37 est I'analogue p-adique du théoreme de
Rouché sur les zéros des fonctions holomorphes dans un disque.
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2. INTERPOLATION p-ADIQUE DES ITERES DE FONCTIONS POLYNOMIALES

Soient p un nombre premier quelconque, d € Nsy et f € Z,[Xy, -, X4
On introduit I := (X, -, Xy) et on montre que s'il existe une puissance de
p suffisamment grande divisant les coefficients de chacune des composantes
polynomiales de f — I, alors on peut interpoler a Z, les itérés de f prises en un
point fixé de Zpd. Autrement dit, sous ces hypotheses, quel que soit x € Zpd,
on exhibera g € Q,[[X]]¢ qui converge sur Z, et satisfaisant & :

vn €N, g(n) = f"(2).
L’unicité d’un telle fonction est assurée par la proposition suivante :

Proposition 2.1. Soit (u,),eny une suite d’élements de Q,, il existe au plus
une fonction continue f : Z, — Q, satisfaisant a :

Vn e N, f(n) = up.

Preuve. N étant dense dans Z, (proposition 1.25), une fonction continue est
entierement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur N.
O

2.1. Quelques préliminaires techniques. On commence par donner un mi-
norant de la norme p-adique de la factorielle d'un entier naturel.
Proposition 2.2. Quel que soit m € N, on a :
+o0 m
vp(m!) = Z {—kJ :
=1 LP

Preuve. On rappelle que 'on a :

m! = ﬁ /.
=1

Des lors, d’apres le point ii. de la proposition 1.18, il vient :

m

(1) op(ml) = 3" 0, (0).

(=1

On introduit 'ensemble suivant :
Ay = {(k,0) € N3y x [1,m] t.q. p*|¢}.

D’une part, on constate que 1'on a :

+oo
#A, = Z# {¢e[1,m] t.q. pk|€}.
k=1

m
Or, quel que soit k£ € N54, [1,m] contient {—kJ multiple de p*, d’ott :
p

#{0e[1,m] tq ph|e} = L%J .
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Par conséquent, on a 1’égalité suivante :

k=1
D’autre part, on observe que l'on a :

HAn = #{keN tq ph|t}.
=1

Or, d’apres la remarque 1.17, quel que soit ¢ € [1,m], on a :

vp(0) = # {k € N* t.q. p"|(} .

Par conséquent, on a également 1’égalité suivante :
(3) #An =) ().
=1

En rapprochant les égalités (1), (2) et (3), on a 1’égalité annoncée.

O
Corollaire 2.3. Quel que soit m entier naturel, on a :
mll, > p/ )
Preuve. On rappelle que l'on a :
Vr e R, |x] <.
Par conséquent, d’apres la proposition 2.2, on a :
=m m
| - =
vp(m!) < Zpk PR
k=1
Finalement, d’apres la définition 1.19, on a I'inégalité annoncée.
O

Afin de vérifier que la fonction construite est donné par une série entiere, on
aura besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.4. Soient (a,)nen € Q," qui converge vers 0 et (b, )nen € QP(N).
Les séries Z a; Z ijj et Z a; Z ijj sont convergentes et égales sur Z,,.
i j j i
Preuve. Quel que soit © € Z,, on définit a(z) € @,,NQ de la maniere suivante :
\V/(’l,]) S N2, Oé(ﬂf)i’j = CLiijIj.

D’apres le point ii. de la proposition 1.18 et la remarque 1.20, on a :

(4) V€ Zy,¥(i,5) € N? [a(2)ilp < lasly|bsl,.
Or, comme par hypothese .liin a; = 0, d’apres (4), il vient :
1—r+00

(5) V€ Zp’iEerooa(x)i’j = 0.
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Par ailleurs, comme (b, ),en € QP(N), on a 41121 bj = 0 et d’apres (4), il vient :
j—+4oo

Zp, 1i = 0.
(6) Vo € p,jiinma(x)7j 0

Par conséquent, d’apres (5) et (6), il vient :

Vo € Zp, lim Oé(!lj')i’j' = 0.

max(%,j)—+o0

Des lors, d’apres la proposition 1.36, quel que soit = € Z,, les séries Z Z a(x);
i g
et Z Z a(x); j sont convergentes dans Q, et convergent vers la méme limite.

J 7
Finalement, on en déduit que 'on a :

ZaiijXj = Z (bjzai> X7 € Q[[X]).

D’ou le résultat annoncé.
OJ

Remarque 2.5. Quels que soient (a,)nen € QpN qui converge vers 0 et
(Py)nen € Qp[X]N, d’apres la proposition 2.4, la série > a, P, converge en
chaque point de Z, et définit un élément de Q,[[X]].

Afin de vérifier que la fonction construite interpole bien les itérés de f en un
point fixé, on aura besoin de 1’égalité combinatoire suivante :

Lemme 2.6. Quel que soit n € N et quel que soit £ € [0,n], on a :
" /n\ (m
—1)" " = 60
> () ()=

Preuve. Quel que soit m € [¢,n], on remarque que 'on a :

(Z) (WZ) - e!<nni 0! (m _(Zﬁf)i m)! (Z) (:f_i)'

En sommant sur m € [¢,n] et en changeant d’indice, il vient :

(e - (50

Des lors, d’apres la formule du binome de Newton, on a :

() (@) (o

m=~

D’ou l'égalité annoncé.
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2.2. Etude sommaire d’un opérateur de différence finie.
Définition 2.7. On définit A : Z,[X;, -, X4]? = Z,[ X1, -+, X4)? par :
Vh € Zy[ X1, -, Xa)*, A(h) :==ho f —h.
Remarque 2.8. Pour h € Z,[X1, -, X,4]% on notera parfois Ah pour A(h).
Proposition 2.9. Soit (hy, hy) € Z,[ X1, -, X4)? X Zp[ X1, -+, Xg)?, on a :
i. A(hy + hy) = Ahy + Ahs.
ii. A(hihy) = (hao f)Ahy + hiAhs.
Preuve. On montre indépendamment chaque propriété.
i. D’apres la définition 2.7, on a :
A(hy + hy) = (hy + ha) o f — (hy + ha),

=hyof+hyof—hy— hy,
= Ah; + Ahs.
ii. D’apres la définition 2.7, on a :
A(h1h2> = (hlhg) o) f - hlhg,
= (h1o f)(hao f) — hihs,
= (hio f)(hao f) = hi(hao f) + hi(hao f) — hihs,
= (hgo f)(hio f —hy)+ hi(hyo f — ha),
= (h2 @) f)Ahl + hlAhQ.

D’ou le résultat annoncé.

Proposition 2.10. Quels que soient h € Z,[X;, -, X4]? et m € N, on a :

A = Z( ) )™ *ho .

Preuve. On procede par récurrence sur m.

e Initialisation. Si m = 0, quel que soit h € Z,[ X1, -+, X4]% on a :

A™h = h = Z( ) )™ ho fL.
e Hérédité. Soit m > 1, on suppose que l'on a :
Vh € Zy[ Xy, -, Xg)%, AT h = Z( ) ™ tho f.

Soit h € Z,[X1,- - , X4)¢, d’apres la définition 2.7, on a :
A"h = A""Y(ho f —h).
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Des lors, d’apres le point i. de la proposition 2.9, il vient :
A"™h = A""Yho f) — A" h.

Ainsi, par hypothese de récurrence, on a :

m—1
A™M] = (mg_ 1) (_1)m—€—1h o fé—i-l

Finalement, on a :

A™h = f: (’Z) (—1)"ho f°.
/=0

D’ou l'égalité annoncée.

O
2.3. Construction de la fonction p-analytique d’interpolation. On mu-
nit @, de la norme infini associée & | - |, que I'on note || - [|,, on a :
- d -
Vo= (@, 1 3) € @ lal, = max [ai

On rappelle qu'une suite d’éléments de de est convergente si et seulement
si chacune de ses composantes converge dans Q,. Ainsi, en accord avec la
proposition 1.35, une série d’éléments de de est convergente si et seulement
si chacune des composantes de son terme général converge vers 0 dans Q,,
c’est-a-dire si et seulement si son terme général converge vers 0.

Définition 2.11. Soit n € N, on appelle n®™¢ polynéme binomial et on note

() : Zy, — Qp, I'application définie par :
n

e Quel que soit z € Z,, (g) =1.

n—1
1
e Quel que soit z € Z,, (x) =~ H(w —k),sin>1.
n !
k=0

n
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Remarque 2.12. Quels que soient n € N et 2 € N, le n°™ polynéme binomial

évalué en z coincide avec le coefficient binomial usuel
n

Théoréme 2.13. (Poonen [12]) On définit I'entier suivant :

{2,$p-2
c:= . .
1 , sinon

Si f—1 € pZ,[X1, -, Xy alors quel que soit x € Z,, il existe g € Q,[[X]]*
qui converge en chaque point de Z, et satisfaisant a :

vn € N, g(n) = f"(x).
Preuve. Quel que soit i € [1,d], on introduit I'élément de Z,* suivant :
€ = (51',3')1'6[[170[]]'
Soit (4,7) € [1,d]*, comme par hypothese f; — X; € p°Z,[ X1, -+, Xy], on a :

(7) A(Xigj) = (fi = Xi)ej € pLy[ X0, -+, Xo] "

Tout élément de Z,[ X1, - - -, X4]* étant une somme de produits de (X;€;) .j)e[1,d12,
d’apres la proposition 2.9 et (7), il vient :

(8) A7 Xy, X = [ X, Xa)

Or, on constate que 'on a :

(9) VYA € Q,,Vh € Z,[ X1, -+, Xa]?, A(AR) = AAh.

Des lors, d’apres (8) et (9), par récurrence immédiate, il vient :
Vm € N,A™[ € pZ,[ X1, , Xd]".
Soit x € Zpd, on en déduit que 'on a :
vm € N, (A™)(x) € p°Z,".
Des lors, par construction de || - ||, et d’apres la remarque 1.17, on a :
Vim € N, [[(A™1) (@), < p~

Ainsi, d’apres le corollaire 2.3, il vient :

A™] 1
Vm € N, H—( )() —m(e=5t).
m!
p
En particulier, comme ¢ — ﬁ > 0, on en déduit que l'on a :
A™]
fim B7D@)
m—+00 m!

Par conséquent, d’apres les remarques 1.20 et 2.5, quel que soit n € Z,,

Z <n)(AmI )(x) est convergente et définit alors un élément de Q,[[n]]".

m

m

Ainsi, la fonction g définie comme suit est la somme d’un élément de Q,[[X]]¢ :

Vn € Z,, g(n) = f (”) (A™])().

m=0 m
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Soit n € N, quel que soit m € Ny,,,, d’apres la remarque 2.12, on a :

(o)

En particulier, on en déduit que 'on a :

o) = (1) o)

m=0

Des lors d’apres la proposition 2.10 appliquée en h = I, il vient :

o) =3 () S (7)omri,

m=0 /=0

_ - ¢ — (n (m 1ym—¢

=@y (1) ()
(=0 m={

Finalement, d’apres le lemme 2.6, on a :

g(n) =Y f(x)0ne = f"(2).

D’ou le résultat annoncé.
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3. UNE GENERALISATION DU THEOREME DE SKOLEM-MAHLER-LECH

On montre en préliminaire que l'on peut plonger toute extension finiment
engendrée de Q dans une infinité de Q, et que l'on peut méme choisir ces
plongements de telle maniere a ce qu’ils envoient un nombre fini d’éléments
prescrits sur des entiers p-adiques. Ce résultat nous permettra enfin d’établir
les théoremes 1 et 3, nous exploiterons les théoremes 1.37 et 2.13.

3.1. Plongement dans un corps de nombres p-adiques.

Lemme 3.1. Soit d un entier naturel non nul, quels que soient N € N3 et

(f)nep,ny € Z[ X4, - - , X4V tous non nuls, il existe (ai)icq.q € 74 tel que :
Vn € [[LN]]afn(alv e 7ad> 7é 0.
Preuve. On définit I'élément de Z[ X1, - - - , Xg4] suivant :

N
.f = an

On distingue alors les deux cas suivants sur d :

e Si d =1, on suppose par ’absurde que f s’annule en chaque point de Z.
Des lors, f a une infinité de racines dans le corps Q et on a alors f = 0.
Par intégrité de Z[X4], il existe n € [1, N] tel que f,, = 0, contradiction.
Finalement, il existe a; € Z tel que f(a;) # 0 et en particulier, on a :

Vn € [1, N], fu(ar) # 0.

e Sid > 2, on suppose par 'absurde que f s’annule en chaque point de Z.
On définit alors 'anneau integre suivant :

A= Z[Xl, tee 7Xd—1]'

Ainsi, f vu comme élément de A[X,] s’annule en chaque point de Z C A.
f aune infinité de racines dans le corps des fractions de A et 'on a f = 0.
Par intégrité de Z[ X, - - - , Xy4], il existe n € [1, N] tel que f,, = 0, ce qui
n’est pas. Finalement, il existe (a;)icp,q) € 74 tel que f(ay, -+ ,aq) #0
et en particulier, on a :

Vn € [1,N], fu(ay, -+ ,a,) #0.

D’ou le résultat annoncé.

O

Proposition 3.2. Soit P € Z[X] non constant, il existe une infinité de
nombres premiers p tel que 'équation P(z) =0 mod p ait une solution.

Preuve. On note d le degré de P, il existe (a;)iepo,q) € Z*™ telle que :

d
P = Z a; X"
=0

On distingue les deux cas suivants :

e Siag = 0, alors quel que soit p premier, on a P(0) =0 mod p.



34 CYRIL FALCON

e Si ag # 0, on définit le polynome a coefficients dans Z suivant :

d
R=1+ Z a;a0 X
i=1
On commence par constater que l'on a :
(1) P(CL()X) = CL()R.

Soit E 'ensemble des p premiers tel que R(z) =0 mod p soit résoluble.
On suppose par l'absurde que E est fini et ’'on définit alors :

v =[I»r
peE

Quels que soient p € E et N € N, p divise Nz et l'on a :
(2) R(Nx) modp=1 mod p.

P étant non constant et ag étant non nul, d’apres (1), R est non constant.
Ainsi, il existe N € N tel que R(Nz) € Z\ {£1}; sinon, R—1ou R+ 1
aurait une infinité de racines et R serait constant, d’ou une contradiction.
Des lors, il existe un nombre premier py tel que :

(3) R(Nz) =0 mod py.
Ainsi, py € FE et d’apres (2), on a :
(4) R(Nz)=1 mod po.

(3) et (4) étant incompatibles, E est infini, c’est-a-dire qu'il existe une
infinité de nombre premiers p tel que R(x) = 0 mod p ait une racine.
Finalement, ay étant non nul, d’apres (1), P(z) =0 mod p a une solution
pour une infinité de nombre premiers p.

D’ou le résultat annoncé.

Proposition 3.3. Soit p un nombre premier, Z, est non dénombrable.

Preuve. Supposons par I'absurde que Z, soit dénombrable, il existe alors une
énumération de Z, que I'on note (z,,)nen., et quel que soit n € N>y, on écrit :

xn = (xn,i)iENgl'
On construit récursivement un élément de Z, distinct de chaque x,,,n € N3;.

e Initialisation. Comme Z/(p) est de cardinal p > 2, on dispose d'un
élément y; de Z/(p) qui soit distinct de xy ;.

e Hérédité. Soit n > 2, on suppose avoir construit :

n—1
(Vi) ke[1,n—1] € HZ/(pk) t.q. Vk € [1,n — 1], yp # T
k=1

Sin > 3, on suppose de plus que 'on a :

Vm e [2,n — 1], ¢n 1 (Ym) = Ym-1.
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Comme [0, p™ — 1] contient p multiples de p"~! et que le noyau de ¢"_,
est constitué des classes modulo p"™ des multiples de p"~!, il vient :

# ker(op_1) = p.
Par conséquent, y,_1 possede p > 2 antécédents par ¢, et il existe
alors y, dans Z/(p") distinct de x,, satisfaisant & ¢ (y,) = Yn—1.
Finalement, on a construit :

(Ur)kefin] € HZ/(pk) t.q. Yk € [1,n], yr # Trk,
k1

et tel que pour tout m € [2,n], on ait @ | (Ym) = Ym—1-

On a construit y € Z, qui n’est pas dans {z,,;n € N1}, ce qui ne peut étre.
D’ou le résultat annoncé.

U

Corollaire 3.4. Soit p un nombre premier, toutes les bases de transcendance
de Q,/Q ont un cardinal infini.

Preuve. Supposons par I'absurde qu'il existe {z1,--- ,x,} une base de trans-
cendance finie de Q,/Q, alors Q, est algébrique sur Q(xy,--- ,x,) et 'on a :
(5) Ve e Q3P € Q(z1,- -+, z,)[X]\ {0} t.q. P(z)=0.
On introduit alors I’ensemble suivant :
E = U {r € Q, t.q. P(x) =0}.
PeQ(xy1, - an)[X]
P#0

En particulier, d’apres (5), on a I'inclusion suivante :

(6) Q CE.
Or, Q étant dénombrable, Q(z1, -+ , x,) et Q(zq, -+, x,)[X]\ {0} le sont aussi.
Par ailleurs, Q, étant un corps, pour tout P € Q(xy,--- ,z,)[X] \ {0}, on a :

#{x € Q, t.q. P(z) =0} < 0.
Des lors, E est dénombrable comme union dénombrable d’ensembles finis. Fi-
nalement, d’apres (6), Q, est dénombrable, ce qui contredit la proposition 3.3.
D’ou le résultat annoncé.

O

Corollaire 3.5. Quel que soit n € Ny, il existe {1, -+, pun} € Q, qui soit
algébriquement indépendant sur Q.

Preuve. Soit S une base de transcendance de Q,/Q, d’apres le corollaire 3.4,
S est de cardinal infini, si bien que pour tout n € N5, S contient un ensemble
de cardinal n, disons {1, - , i . Comme S est algébriquement indépendant,
{p1, -+, o} Vest également. D’out le résultat annoncé.

O

Lemme 3.6. Soient d un entier naturel non nul et (z, y) un élément de (Zpd)Q.
Six—y € pZ,*, alors quel que soit f € Z,[X1, -+, Xy], on a f(z)—f(y) € pZ,.
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Preuve. Soit (hy, ha) € Zp[ Xy, -+, X4]? tel que :
Vi e {1,2}, hi(x) — hi(y) € pZ,.

On constate alors que hy + ho et hihsy satisfont aussi a cette méme propriété.
En effet, on remarque que 'on a les deux égalités suivantes :

(b1 + ho)(x) — (h1 + h2)(y) = (hi(z) — ha(y)) + (ha(x) — ha(y)),
(hihe)(@) = (hah2)(y) = g(@)(h(z) — hi(y)) + f(y)(ha(z) — ha(y)).
Or, par hypothese sur (z,y), on a :
Vi € [1,d], Xi(z) — X;(y) € pZ,.

Ainsi, tout élément de Z,[ X, - - - , X,] étant une somme de produits de (X;)icqi.qp,
on a le résultat annoncé.

O

Proposition 3.7. Soit f € Z,[X], supposons qu'il existe ag € Z, tel que :

flaw) € pZy et f'(ao) & PZy,
alors il existe un unique a € Z, satisfaisant a f(a) =0 et o — g € pZ,.
Preuve. D’apres la formule de Taylor, il existe g € Z,[X, Y] tel que l'on ait :
(M) V) € B2 ) = @) + (y - 2)f (@) + (y - 2)g(,p).
On montre alors I'existence et 'unicité séparément.

e Existence. On construit par récurrence (o, )nen € ZpN telle que :
Vn €N, f(a,) € P Z, et f(an) € pZ,.
On exige de plus que (a;,)qen satisfasse a :
Vn € Noy, o — g € p"Z,,.
o Initialisation. Si n = 0, ag convient par hypothese.

o Hérédité. Soit n > 1, on suppose avoir construit «,,_1, alors comme
f'(an—1) & pZ,, d’apres la proposition 1.7 et la remarque 1.8, il vient :

f(an-1) € Z,".
Ainsi, nous sommes en mesure de définir I’élément de Z, suivant :
ap = a1 — flom 1) f' (@)™
Par construction f(a,_1) € p"Z, et on a alors :
(8) Qp1 — Qyy € DLy,
Par ailleurs, en appliquant (7) en (z,y) = (-1, ), il vient :
flen) = (an = an—1)?g(@n-1, o).
Des lors, d’apres (8), f(ay,) € p*Z, et comme n > 1, on a :
(9) flow) € p"'Zy.
En outre, comme n > 1, d’apres (8) et le lemme 3.6, il vient :
flan) = f'(an-1) € PZy.



(10)

(11)

(12)

(14)
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Par conséquent, comme f'(a,_1) & pZ,, on en déduit que l'on a :
f'(owm) & pZy.
Finalement, d’apres (8), (9) et (10), le «, construit convient.
Soit (m,n) € N2, d’apres le point iii. de la proposition 1.21, on a :

| m — O‘n‘p < kgﬁﬁﬁﬂ |tk — an+k—1|p'

Or, par construction de (ay,)nen, quel que soit k € [1,m], on a :

—(n+k
|an+k - CYn—&-lf—1|p <p (k).

Des lors, d’apres (11), on en déduit que 'on a :

‘Oén—s—m - an’p < p—n

Par conséquent, on a montré que (o, ),en satisfaisait a :
2 -n
Vn eN , SuUp |an+m - an|p < p
meN

Ainsi, lim sup |@pim — anlp = 0 et (a)nen est une suite de Cauchy.
n—-+4o0o meN

D’apres la proposition 1.29, (a,)nen st convergente, disons vers o € Z,,.
Par construction de (ay,)nen et d’apres la remarque 1.17, on a :

Vn e N, |f(an)], <p™".
Des lors, par passage a la limite quand n tend vers +oo, il vient :

lim f(a,) =0.

n——+o00

Comme f est continue en « = lim «,, on en déduit que l'on a :
n—-+00

f(a) =0.

En outre, par construction de (o, )nen et d’apreés la remarque 1.17, on a :

Vn € N, |a, —agl, <p
Des lors, par passage a la limite quand n tend vers +oo, on a :
—1

lim |a, —agl, <p
n—+4o00

| - |, étant continue (1-lipschitzienne) en a = ngrfoo oy, on en déduit que
| — agl, < p! et d’apres la remarque 1.17, il vient :
o — o € Ply.
Finalement, d’apres (12) et (13), le v construit convient.
Unicité. On suppose qu'il existe (ay, az) € Z,° tel que :
Vi e {1,2}, f(u) =0 et a; — ap € pZ,,.

Par conséquent, d’apres (7) appliqué en (x,y) = (o, ag), on a :

(@2 — 1) f'(ar) + (a2 — a1)g(an, az) = 0.
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Comme a1 — oy € pZ,, d’apres le lemme 3.6, on a f'(aq) — f'(a) € pZ,.
Des lors, comme (o) & pZ,, on en déduit que 'on a f'(on) & pZ, et
d’apres la proposition 1.7 et la remarque 1.8, il vient :

(o) € Z,".
En particulier, d’apres (14), on a :
ay — g = —(az — a1)?g(o, o) f ()

En prenant la norme p-adique de cette égalité, d’apres le point ii. de la
proposition 1.21 et la remarque 1.20, il vient :

(15) o — aup < oz — )’
Or, comme ay — o € pZ,, d’apres la remarque 1.17, on a :

(16) ‘052 — Oqlp < 1.
Finalement, d’apres (15) et (16), |ag — aq|, = 0 et d’apres le point i. de
la proposition 1.21, il vient oy = as.

D’ou le résultat annoncé.

O

Théoréme 3.8. (Cassels [3]) Soit K/Q une extension finiment engendrée et
soit S un sous-ensemble fini de K, il existe alors une infinité de nombres pre-
miers p tel qu’il existe un plongement o : K — Q, satisfaisant a :

Vs € S, a(s) € Z,.

Preuve. K/Q admet une base de transcendance finie, notons la {z1,- -, 2, }.
Dans le cas contraire, K ne serait pas finiment engendré sur QQ, contradiction.
On introduit alors le corps suivant :

k= Q(:El? to 7:Cm)-
Par ailleurs, K/k est une extension séparable de degré fini; en effet, k est de
caractéristique zéro et l'extension K/k est algébrique et finiment engendrée.

Par conséquent, d’apres le théoreme de 1'élément primitif [13], il existe y € K
algébrique sur k satisfaisant a :
(17) K = kly].

Des lors, quel que soit s € S, il existe (U, Vi) € Z[ X1, -+, X, Y|XZ[ X1, -+, Xy
avec Vy # 0 tels que 'on ait 1’égalité suivante :
_ Us(xla U 7xmay>

‘/s(xla" : wxm) ‘
Quitte a multiplier le polynéme minimal de y dans K/k par le produit des
dénominateurs de ses coefficients, on dispose d'un polynéme annulateur de y

(18)

qui est irréductible sur k et a coefficients dans Z[zy,--- ,,,], notons le G.
Notamment, il existe H € Z[ Xy, -+ , X, Y] satisfaisant a :
Soit Hy € Z[Xy, -, X, le coefficient dominant de H en l'indéterminée Y.

Comme G est irréductible sur £ de caractéristique 0, on en déduit que G est
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séparable, c’est-a-dire que son discriminant est non nul. Plus précisément, le
discriminant de G est de la forme A(zy,--- ,x,), ou A € Z[Xy,--- , X,,] \ {0}.
Ainsi, {V;}ses U {Hp, A} forme un sous-ensemble fini de Z[ X, --- , X,,] \ {0}

et d’apres le lemme 3.1, il existe (a1, - ,am,) € Z™ tel que l'on ait :

(20) H()(al,"' ,am) 7&0,

(21) Alay, -+ ,a,) #0,

(22) Vs e S, Vi(ar, - ,am) #0.
Comme G est irréductible sur k, on déduit de I’égalité (19) que H est de degré
au moins égal a 1 en I'indéterminée Y. Ainsi, d’apres (20), H(ay, - ,ap,Y)
est non constant et d’apres la proposition 3.2, il existe une infinité de nombres
premiers p tels que H(aq,- - ,a,,Y) ait une racine modulo p. Or, d’apres (21)

t (22), les diviseurs premiers de A(ay, - ,a,) et Vi(ay, -+ ,a,),s € S sont
en nombre fini. Des lors, il existe un infinité de nombres premiers p tel que :
(23) W eZtq H(ay, - ,a,,0) =0 mod p,

(24) Alay, - ,a,) Z0 mod p,

(25) Vs e S, Vi(ay, -+ ,a,) Z0 mod p.
Par ailleurs, d’apres le corollaire 3.5, il existe {fu, -, pm} € Q, un ensemble
algébriquement indépendant sur Q, quitte a multiplier chacun des p;,i € [1,m]
par ’entier naturel p"™, ou n := ‘r?ﬁxﬂ vp(pi) + 1, on suppose que 'on a :

elm

(26) Vie HL m]]u Hi € pr

Quel que soit ¢ € [1,m], on définit I'élément de Z,, suivant :
&i = i + a;.

Des lors, par construction des &, i € [1,m], d’apres le lemme 3.6, il vient :
H(&y, -+ &m,b) — H(ay, -+ am, b) € Py,
Ay, &m) — Alar, -+ am) € pZy.
Par conséquent, d’apres (23) et (24), on en déduit que 'on a :
(27) H(&y, -+ &ms b) € DLy,
(28) A&, &m) € DLy

Par construction, A(&y, -+, &) est le discriminant de H (&1, -+ , &, Y) et avec
(24), on en déduit que les racines de H (&, - -+ , &y, Y) modulo pZ, sont simples.
En particulier, d’apres (27), il vient :

(29) Hl(&-l?"' a€m7b) ngp

Ainsi, d’apres (27), (29) et la proposition 3.7, il existe z € Z, satisfaisant a :

H(fla"' 76m72>:0'

Supposons par 'absurde que {1, - ,&n} € Q, ne soit pas algébriquement
indépendant sur Q, alors il existe P € Q[X1, -+, X,,] \ {0} tel que l'on ait :

P(py +ay, -, fom + am) = 0.
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Alors, comme les a;,i € [1, m] sont des entiers relatifs, le bindme de Newton

appliqué & P(uy +ay, -+, fim + @) fournit @ € Q[X, -+, X,,] \ {0} tel que :
Q(Hla T 7:um) = Oa

ce qui contredit I'indépendance algébrique de ’ensemble {1, - , i } sur Q.
Des lors, nous sommes en mesures de définir le morphisme d’anneaux suivant :

Qe+ am)lyl = Q&+ Em)l4]

[0 ZT; — 51
Yy > 2
Comme on a Q(&,---,&n)[2] € Q,, a réalise un plongement de K dans Q,.
En outre, d’apres la remarque 1.20, on a :
(30) VS657|US<€17"' 7£m72)|p< L.

De plus, d’apres le lemme 3.6, on a :
Vs e S, Vi(&, - ,&m) — Vilar, -+ ,am) € DZ,.

Des lors, d’apres (25), on en déduit que 'on a :

Vs e S, Vi(&, - ,xm) € DLy
Ainsi, d’apres la remarque 1.17, il vient :
(31) Vs e S, |Vi(&r, -+ &m)lp =1
Finalement, d’apres (18), (30) et (31), on a :

Vs € S, a(s) € Z,.

D’ou le résultat annoncé.

3.2. Le cas des automorphismes linéaires.
Lemme 3.9. Soit p premier, les anneaux Z,/pZ, et Z/(p) sont isomorphes.

Preuve. L’application suivante est un morphisme d’anneaux :

. L, — Z/(p)
v { (Tn)nens, — 21

Soient « € Z/(p) et T € Z satisfaisant & x =T mod p, alors on a :
oi(T)) = .
Ainsi, ¢ est surjectif. Or, d’apres la proposition 1.7 et la remarque 1.8, on a :
ker(p) = pZy.
Par conséquent d’apres le théoreme de factorisation, il vient :
Z,/pZ, = T/ (p).

D’ou le résultat annoncé.

Remarque 3.10. D’apres le lemme 3.9, Z,,/pZ, est un corps.
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Corollaire 3.11. Soient p un nombre premier et d un entier naturel non nul,
alors tout élément de GL4(Z,/pZ,) est d’ordre fini.

Preuve. D’apres le lemme 3.9, Z,,/pZ,, est fini, ainsi GL4(Z,/pZ,) est aussi fini.
D’ou le résultat annoncé.

U
Remarque 3.12. L’ordre d'un élément de GL4(Z,/pZ,) divise
d—1
#GLa(Z,/9Z,) = [ [ (0" = ¥') -
i=0

Théoréme 3.13. (Skolem [15], Mahler [11], Lech [10]) Soient k& un corps de
caractéristique 0 et (u,),en une suite récurrente linéaire sur k, alors ’ensemble :

{n e N t.q. u, =0}

est union d'un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.

Preuve. 1l existe d € Ny et ag,--- ,aq—1 dans k avec ag # Oy tels que :

d—1
(32) Vn € Nty g = Z iUy i-

i=0
Soit K l'extension de Q engendrée par ug,--- ,uq_1 €t ag, -+ ,aq_1, d’apres le
théoreme 3.8, il existe p > 3 premier et un plongement o : K — Q, tels que :

alug), -+ a(ug_1),a(ap), alag) ™, alar), -, alag_1) € Z,.
Par conséquent, en pensant a &« comme a une inclusion, nous sommes en mesure
de supposer que ag, ag” ', a1, -, ag-1 € Z, et que (uy,)nen est une suite de Z,.
On note A la matrice compagnon associée aux ag, - ,a4_1 et on introduit :
Unp,
Vn e N, v, :=
Un+d—1

A T’aide de (32), on montre par récurrence que l'on a :

(33) Vn € N, v, = A v.

Soit f I’élément de Z,[X1,- -, X4)¢ obtenu par multiplication a droite de A
par le vecteur colonne constitué des X, --- , Xy, Ainsi, d’apres (33) il vient :
(34) v, = f"(vo).

En développant le déterminant de A par rapport a sa premiere colonne, on a :
(35) det(A) = (1) ay.

On note A la matrice obtenue en réduisant modulo pZ, les coefficients de A.
De cette maniere, d’apres (35), il vient :

(36) det (A) = (-1)"'ay mod pZ,.
Or, comme ag € Z,*, d’apres la proposition 1.7 et la remarque 1.8, on a :
(37) ap mod pZ, # 0.
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Ainsi, d’apres (36), (37) et la remarque 3.10, on en déduit que l'on a :
Z S GLd<Zp/pr)

Des lors, en notant I; I'élément neutre de .#4(Z,), d’apres le corollaire 3.11,
il existe m € N3, tel que l'on ait I'égalité suivante dans .#y(Z,/pZ,) :

@A" =T
En d’autres termes, il existe B € .#,(Z,) satisfaisant a 1’égalité suivante :
(38) A" =1+ pB.
Soit I := (X1, -+, Xy), en multipliant (38) par le vecteur colonne constitué
des Xi,---, Xy, on obtient I'existence de h € Z,[X1,- -, Xq]¢ tel que :
fm =1+ ph.

Autrement dit, on a f™ — I € pZ,[X1,---, X4]¢ et d’apres le théoreme 2.13,
quel que soit i € [0,m — 1], il existe g; € Q,[[X]]¢ qui converge en chaque
point de Z, et satisfaisant a la relation suivante :

(39) vn €N, gi(n) = /™" (vi).
Par conséquent, d’apres (34) et (39), il vient :
(40) Vn S N, Umn+i = Gi (n)

Cependant, d’apres le théoreme 1.37, quel que soit (4,7) € [0,m — 1] x [[1,d],
on a la dichotomie suivante :

e La j°™° composante de g; est nulle, ce qui avec (40) implique que 'on a :

Vn € N, Umn+it+j—1 = 0.
e La j®™° composante de g; ne s’annule qu’un nombre fini de fois dans L,
ce qui avec (40) implique que 'on a :
#{n € N t.q. Upnitrj—1 =0} < o0.

{mn +i+j —1;n € N}ic[o,m—1] recouvrant N, on a le résultat annoncé.

JE[L.d]

O

Compte tenu de la discussion faite lors de I'introduction, nous venons également
d’établir le théoreme suivant :

Théoréme 3.14. Soient k un corps de caractéristique zéro, x € k% et o un
automorphisme linéaire de k. Si H est un hyperplan de k¢, alors 1'ensemble :

{n eNt.q. c"(x) € H}

est union d’un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.
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3.3. Le cas des automorphismes polynomiaux affines.

Définition 3.15. Soit X un sous-ensemble de k¢, X est une sous-variété de
A? si et seulement s'il existe Py, -+, P, € k[X1, -+, Xy] tels que 'on ait :

X = {<$17"' 7gjd) c kd t.q. Vi € Hl,mﬂqui(xla"' ,l'd) :O}

Remarque 3.16. Autrement dit, une sous-variété de A¢ est I'ensemble des
zéros communs sur k d’un ensemble fini de polynomes a d variables.

Théoréme 3.17. (Bell [1]) Soient k un corps de caractéristique zéro, x € A¢ et
o un automorphisme de A¢. Si X est une sous-variété de A¢, alors I’ensemble :

{meZt.q. o™(x) e X}
est union d’un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.

Soient xq,---, x4 les coordonnées de x dans k et fi,---, fg4, respectivement
g1, ,ga, les coordonnées de o, respectivement de o~ !, dans k[X;, -+, Xy|.
Par ailleurs, il existe P, --- , P, dans k[X7y,--- , X4] tels que X soit ’ensemble
des zéros communs dans k£ de Py, - - - , P,,,. On pose alors S ’ensemble constitué
des x1,--- , x4 et des coefficients dans k£ de fi,---, fa, 01, 94, P1, -+, P
Des lors, en notant K le corps engendré par S sur Q, d’apres le théoreme 3.8,
il existe un nombre premier p > 3 et un plongement a : K — Q, tels que :

Vs € S, a(s) € Z,.
Par conséquent, en pensant a &« comme a une inclusion, nous sommes en mesure
de supposer que x € A%p, que o est un automorphisme de A%p et que X est
définie par des polynomes a coefficients dans Z,. Finalement, pour établir

completement le théoreme 3.17, il resterait a montrer que le théoreme 2.13
s’applique a une itérée de o et I'on conclurait en utilisant le théoreme 1.37.
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ANNEXE A. BASE DE TRANSCENDANCE D’UNE EXTENSION DE CORPS
Soit L /K une extension de corps.

Définition A.1. Soit S un sous-ensemble de L, S est algébriquement indépendant
sur K si et seulement si pour toute partie finie {zy,--- ,x,} de S, on a :

VP e K[X1, -, X,], Pz, ,2,) =0= P = 0.

Définition A.2. Soit S un sous-ensemble de L, S est une base de transcen-
dance de L/K si et seulement si S satisfait aux propriétés suivantes :

i. S est algébriquement indépendant sur K.
ii. L est algébrique sur K(S5).

Proposition A.3. Soit S un sous-ensemble de L, alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

i. S est une base de transcendance de L/K.

ii. S est algébriquement indépendant sur K et maximal pour cette propriété,
ainsi pour tout x € L, S U {z} est algébriquement dépendant sur K.

Preuve. On procede par double implication.

e Supposons que S soit une base de transcendance de L/K, alors S est
algébriquement indépendant sur K. Par ailleurs, si x € L, comme L est
algébrique sur K(.5), il existe F' € K(S5)[X] \ {0} tel que 'on ait :

F(z) =0.

F ayant un nombre fini de coefficients dans K(S) et les éléments de
K(S) étant des fractions rationnelles en un nombre fini d’éléments de S,
il existe @q,--- , 2, € S tels que F' € K(z1,---,2,)[X] \ {0}. Ainsi, en
multipliant F' par le produit des dénominateurs de ses coefficients, on
obtient P € K[xy, - ,z,][X] \ {0} satisfaisant & :

P(z) =0.
En d’autres termes, il existe P € K[X1, -+, Xp41] \ {0} tel que on ait :
ﬁ(xl, s Xy, x) = 0.

Des lors, SU{x} est algébriquement dépendant sur K. Finalement, S est
algébriquement indépendant sur K et est maximal pour cette propriété.

e Supposons que S soit algébriquement indépendant sur K et maximal
pour cette propriété, supposons par I’absurde que L ne soit pas algébrique
sur K (9), il existe alors € L transcendant sur K(S), on obtiendra une
contradiction en montrant que S U {x} est algébriquement indépendant.
Pour ce faire, comme S est algébriquement indépendant sur K, il suffit de
montrer que pour tout 1, -+ ,x, € S, {x1, -+, T,, x} est algébriquement
indépendant sur K. Or, puisque z est transcendant sur K (.S), il vient :

VP € K(S)[X], P(z) = P = 0.
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En particulier, on en déduit que pour tous z1,--- ,x, € .S, on a :
VP e K[Xy, -, X, X], P(z1,-+ ,xp,2) =0= P =0.

Ainsi, SU{x} est algébriquement indépendant sur K, ce qui contredit la
maximalité de S. Finalement, S est une base de transcendance de L/ K.

D’ou le résultat annoncé.

O

Lemme A.4. Soient [ un ensemble de parties de L et {x1,--- ,x,} C U S.
Sel

Si (I, Q) est totalement ordonné, alors il existe S € I contenant {xy,--- ,x,}.

Preuve. On procede par récurrence sur n.

e Initialisation. Sin =1, z; € U S et il existe S € I contenant x;.
Ser

e Hérédité. Soit n > 2, on suppose qu'il existe S,,_1 € I tel que l'on ait :
{3317 Tt 7$nfl} g Snfl-

Par ailleurs, d’apres 1’étape d’initialisation, il existe S,, € I contenant x,,.
Or, (I, Q) étant totalement ordonné, on suppose sans perte de généralité
que S, est contenu dans S, si bien que S,, contient {xy, -, 2, 1}
Finalement, on a {z1, -+ ,z,} C S,.

D’ou le résultat annoncé.

O
Proposition A.5. Il existe au moins une base de transcendance de L/K.

Preuve. Soit E l’ensemble des parties algébriquement indépendantes de L/K.
On commence par constater que ’ensemble E est non vide, en effet, @ € F.
Soit I une partie de F totalement ordonnée pour l'inclusion, alors U S ekl
Serl
En effet, sinon il existerait {xq, -+ ,x,} C U Set Pe K[Xy, - ,X,] non
Serl

nul satisfaisant a 1’égalité suivante :

P(xy,--- ,x,) = 0.
D’apres le lemme A .4, il existerait alors S € I C E tel que 'on ait :

{xla"' al‘n} g S

Des lors, S serait algébriquement dépendant sur K et S ¢ E, ce qui n’est pas.
Par conséquent, d’apres le lemme de Zorn [1], E' contient un élément maximal.
Finalement, d’apres la proposition A.3, L/ K admet une base de transcendance.
D’ou le résultat annoncé.

U

Remarque A.6. On pourrait montrer que toutes les bases de transcendance
de L/K ont méme cardinal [9], on 'appelle le degré de transcendance de L/ K.
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