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le même thème et dont le travail de relecture m’a permi de corriger une preuve
de l’annexe qui n’était initialement pas exhaustive.

Je souhaite finalement remercier mon lecteur dont la curiosité l’aura amené
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Introduction et motivations

Commençons par introduire la notion de suite récurrente linéaire sur un corps,
il s’agira de l’objet central de notre étude :

Définition 1. Soit k un corps, une suite (un)n∈N est dite récurrente linéaire si
et seulement s’il existe un entier naturel d non nul et a0, · · · , ad−1 dans k avec
a0 6= 0k tels que la suite (un)n∈N satisfasse à la relation de récurrence suivante :

∀n ∈ N, un+d =
d−1∑
i=0

aiun+i.

On peut légitimement s’interroger sur la nature des zéros d’une telle suite, au-
trement dit, sur la répartition des indices en lesquels elle s’annule ; notamment,
est-ce qu’un ensemble quelconque d’entiers naturels est systématiquement l’en-
semble des zéros d’une suite récurrente linéaire ? Ou au contraire, est-ce que les
zéros des suites récurrentes linéaires ont une structure rigide et se distribuent
selon des motifs réguliers ? Le cas échéant, quelles sont les obstructions et les
conditions nécessaires pour qu’un ensemble d’indices soit l’ensemble des zéros
d’une suite récurrente linéaire ? Dans le suite de notre étude, on supposera que
le corps k est de caractéristique zéro ; la situation en caractéristique positive
est quant à elle plus subtile, on verra notamment l’article de H. Derksen [5].

Afin de mieux appréhender la nature des zéros des suites récurrentes linéaires
en caractéristique zéro et de se construire une intuition sur leur répartition,
considérons sans plus attendre un exemple. Nous nous plaçons dans Q et nous
rappelons alors que tout corps de caractéristique zéro est une extension de Q.
On s’intéresse à la suite (un)n∈N définie par u0 := 0, u1 := 0, u2 := 1, u3 := 0
et satisfaisant à la relation de récurrence suivante :

∀n ∈ N, un+4 = un+2 + un.

Par récurrence, on montre que un est nul si et seulement si n = 0 ou est impair.
En d’autres termes, l’ensemble des indices en lesquels (un)n∈N s’annule est :

{0} ∪ {2n+ 1;n ∈ N}.

Il s’agit de l’union d’un ensemble fini et d’une progression arithmétique, ce
que l’on peut reformuler en disant qu’à partir du rang 1, l’écart entre deux
zéros consécutifs est constant égal à 2. Cette observation témoigne d’une très
grande rigidité de la structure de l’ensemble des indices où (un)n∈N s’annule.
Plus généralement, la distribution des zéros d’une suite récurrente linéaire en
caractéristique zéro est donnée par l’énoncé suivant :

Théorème 1. (Skolem [15], Mahler [11], Lech [10]) Soient k un corps de ca-
ractéristique 0 et (un)n∈N une suite récurrente linéaire sur k, alors l’ensemble :

{n ∈ N t.q. un = 0}

est union d’un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.
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Étant donné une telle suite, ce résultat exprime qu’à partir d’un certain rang les
indices en lesquels elle s’annule se disposent selon un même motif de longueur
finie qui se repète indéfiniment, on dit également que l’ensemble de ses zéros
est ultimement périodique ; on verra notamment la figure 1.

Figure 1. Un motif fini dans les zéros d’une suite récurrente linéaire.

Le théorème 1 constitue en particulier une obstruction à ce que l’ensemble
des nombres premiers, respectivement l’ensemble des carrés parfaits, soit l’en-
semble des zéros d’une suite récurrente linéaire en caractéristique zéro.

Historiquement, la première version de ce théorème est due à T. Skolem qui
en 1933 avait établi le résultat pour les suites récurrentes linéaires sur sur le
corps des nombres rationnels. Par la suite, K. Mahler a généralisé en 1935 la
preuve de T. Skolem aux corps de nombres, c’est-à-dire aux extensions finies du
corps des nombres rationnels. Cependant, il aura fallu attendre 1954 pour que
C. Lech démontre la version du théorème sur tout corps de caractéristique zéro.

Même dans sa variante sur Q, ce théorème présente un véritable intérêt et ce
plus particulièrement lorsque les relations de récurrence sont d’ordre au moins
égal à 2. En effet, les zéros des suites récurrentes linéaires contiennent une
profonde complexité et il est notamment extrêmement difficile d’identifier de
manière effective leurs zéros. À titre d’exemple, le problème suivant est ouvert :

Problème ouvert 1. Soient k un corps de caractéristique zéro et (un)n∈N une
suite récurrente linéaire sur k. Est-ce que le statut de l’assertion suivante :

∀n ∈ N, un 6= 0

est vérifiable en temps fini ?

On donne désormais une formulation du théorème 1 en termes d’algèbre linéaire :

Théorème 2. Soient k un corps de caractéristique zéro, x ∈ kd et σ un
automorphisme linéaire de kd. Si H est un hyperplan de kd, alors l’ensemble :

{n ∈ N t.q. σn(x) ∈ H}
est union d’un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.

Avant d’établir l’équivalence annoncée, rappelons la terminologie suivante :

Définition 2. Soient R un anneau commutatif et d un entier naturel non nul,
on appelle matrice compagnon de taille d, toute matrice de la forme suivante :

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
a0 a1 a2 · · · ad−1

 ,

où a0, · · · , ad−1 sont dans R.
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Il est aisé de constater que si k est un corps, A est une matrice compagnon
de taille d > 2 et x ∈ kd, alors les composantes de (Anx)n∈N sont des suites
récurrentes linéaires sur k. Il suffit pour cela de comprendre l’action de A sur x.

Nous pouvons désormais montrer que les théorèmes 1 et 2 sont équivalents.

Preuve. On procède par double implication.

• On suppose le théorème 1 acquis. En vertu du théorème de décomposition
de Frobenius [6], il existe une base de kd dans laquelle la matrice de σ,
que l’on note A, soit constituée d’une diagonale de matrices compagnons.
Par ailleurs, H étant de codimension 1 dans kd, il existe v ∈ kd tel que :

H =
{
y ∈ kd t.q. tvy = 0

}
.

Par conséquent, on en déduit que l’on a :

(1) {n ∈ N t.q. σn(x) ∈ H} = {n ∈ N t.q. tvAnx = 0}.
σ étant un automorphisme, la matrice A est inversible et les matrices
compagnons qui la composent sont toutes de taille au moins égale à 2.
Ainsi, puisqu’une combinaison linéaire de suites récurrentes linéaires est
encore récurrente linéaire, (tvAnx)n∈N est elle aussi récurrente linéaire.
Finalement, d’après (1) et le théorème 1, on a établi le théorème 2.

• On suppose le théorème 2 acquis. Par définition, il existe d ∈ N>1 et
a0, · · · , ad−1 dans k avec a0 6= 0k tels que l’on ait :

∀n ∈ N, un+d =
d−1∑
i=0

aiun+i.

On introduit alors A la matrice compagnon associée aux a0, · · · , ad−1 ;
en développant le déterminant de A par rapport à sa première colonne,
on constate que A est inversible. Ainsi, en notant σ l’unique endomor-
phisme de kd dont la matrice dans la base canonique est A, on définit un
automorphisme de kd. En outre, on introduit les éléments de kd suivants :

x :=


u0

u1
...

ud−1

 et w :=


1
0
...
0

 .

De cette manière, en comprenant l’action de σ sur x, on montre que :

(2) ∀n ∈ N, un = twσn(x).

On définit alors l’hyperplan de kd suivant :

H := {y ∈ kd t.q. twy}.
Dès lors, d’après (2), on en déduit que l’on a :

(3) {n ∈ N t.q. un = 0} = {n ∈ N t.q. σn(x) ∈ H}.
Finalement, d’après (3) et le théorème 2, on a établi le théorème 1.

�
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Avant de pouvoir donner une généralisation significative de la version algébriquo-
géométrique du théorème de Skolem-Mahler-Lech (théorème 2), nous avons
besoin d’introduire la notion d’automorphisme polynomial affine :

Définition 3. Soient R un anneau commutatif et d un entier naturel non nul,
on appelle espace affine de rang d sur R et l’on note Ad

R, le R-module Rd.
Alors, les automorphismes de Ad

R sont les inversibles de R[X1, · · · , Xd]
d.

Théorème 3. (Bell [1]) Soient k un corps de caractéristique zéro, x ∈ Ad
k et

σ un automorphisme de Ad
k. Si X est une sous-variété de Ad

k, alors l’ensemble :

{m ∈ Z t.q. σm(x) ∈ X}
est union d’un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.

Le théorème 2 apparait comme une version linéaire du théorème 3 ; en effet,
un automorphisme linéaire est un automorphisme polynomial dont les compo-
santes de lui-même et son inverse sont des polynômes homogènes de degré 1.

Le contexte et les enjeux ayant été introduits, détaillons désormais l’approche
que nous adopterons pour obtenir les résultats annoncés ci-dessus.

Veuillez tout d’abord noter que nous nous contenterons seulement d’établir
intégralement le théorème 1. Cependant, nous insistons sur le fait que le che-
minement suivi permettrait d’obtenir avec un moindre effort le théorème 3.
En effet, il s’agirait essentiellement de vérifier que le résultat d’interpolation
p-adique utilisé pour démontrer le théorème 1 s’applique encore.

Comme nous venons de le laisser sous-entendre, nous montrerons qu’il suffit
d’établir les théorèmes 1 et 3 sur les corps de nombres p-adiques, notamment
en montrant que toute extension finiment engendrée de Q se plonge dans une
infinité de Qp (partie 3.1). Cette restriction ayant été faite, nous utiliserons
un résultat général d’interpolation p-adique pour les itérés de fonctions poly-
nomiales (partie 2), ce qui nous permettra d’inclure l’ensemble qui intervient
dans le théorème 1, respectivement dans le théorème 3, dans l’ensemble de zéros
d’une fonction p-analytique. Finalement, nous conclurons grâce à un résultat
sur la répartition dans Zp des zéros des séries entières p-adiques (partie 1.3).

Ce dossier a été construit de telle manière à ce que chaque partie puisse être
lue indépendamment des autres. En effet, nous nous sommes dans la mesure
du possible efforcés de montrer chaque résultat utile au moment venu et nous
faisons systématiquement mention des énoncés exploités. De cette manière, le
lecteur pourra parcourir ce rapport à son entière convenance et s’il est familier
à l’analyse p-adique, il pourra se laisser tenter de passer à la partie 2.
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1. Quelques rudiments d’analyse p-adique

Soit p un nombre premier quelconque, l’objectif final de cette partie est la
compréhension de la répartition dans l’anneau des entiers p-adiques des zéros
de séries entières à coefficients p-adiques. Ce résultat sera crucial pour établir
les théorèmes 1 et 3 énoncés en introduction. Notre cheminement débutera
par une construction algébrique des entiers et des nombres p-adiques et se
poursuivra par l’élaboration d’une topologie sur ces ensembles.

1.1. Arithmétique élémentaire des entiers et des nombres p-adiques.
Quels que soient m et n des entiers naturel au moins égaux à 1 et tels que
m 6 n, on introduit le morphisme d’anneaux suivant :

ϕnm :

{
Z/(pn) → Z/(pm)

x mod pn 7→ x mod pm
.

Soit (x, y) ∈ Z2 tel que x ≡ y mod pn, alors comme pm|pn, il vient :

x ≡ y mod pm.

Ainsi, ϕnm est constante sur les classes d’équivalence de Z modulo pn.

Définition 1.1. L’ensemble des entiers p-adiques, noté Zp, est défini par :(xn)n∈N>1
∈
∏
n∈N>1

Z/(pn) t.q. ∀(m,n) ∈ N>1
2,m 6 n⇒ ϕnm(xn) = xm

 .

Remarque 1.2. C’est l’étude des équations diophantiennes qui a motivé K.
Hensel à définir les entiers p-adiques dans son article fondateur [7] de 1897.

Remarque 1.3. Soient (I,�) un ensemble ordonné, (Ei)i∈I une famille d’en-
sembles indexée par I et

(
f ji : Ej → Ei

)
(i,j)∈I2
i�j

une famille d’application satis-

faisant aux deux propriétés suivantes :

∀i ∈ I, f ii = idEi
,

∀(i, j, k) ∈ I2, i � j � k ⇒ fki = f ji ◦ fkj .

Une telle donnée constitue un système projectif d’ensembles. On appelle alors
limite projective des Ei et on note lim←−Ei l’ensemble suivant :{

(ai)i∈I ∈
∏
i∈I

Ei t.q. ∀(i, j) ∈ I2, i � j ⇒ f ji (aj) = ai

}
.

Selon le formalisme décrit ci-dessus, Zp est la limite projective du système :{
(Z/(pn))n∈N>1

, (ϕnm)(m,n)∈N>1
2

m6n

}
.

Par conséquent, la grande majorité des résultats que nous établirons dans
cette partie s’inscrivent dans le cadre d’une théorie plus large et s’étendent en
particulier naturellement aux limites projectives d’anneaux topologiques.
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Définition-Proposition 1.4. Quels que soient x := (xn)n∈N>1
et y := (yn)n∈N>1

des éléments de Zp, on définit :

x+ y := (xn + yn)n∈N>1
,

x× y := (xnyn)n∈N>1
.

Zp muni de + et × est un anneau commutatif unitaire.

Preuve. Quel que soit (m,n) ∈ N>1
2 satisfaisant à m 6 n, ϕnm est un mor-

phisme d’anneaux. Par conséquent, + et × sont des lois de compositions in-
ternes sur Zp et les deux éléments définis ci-dessous sont dans Zp :

0Zp :=
(
0Z/(pn)

)
n∈N>1

, 1Zp :=
(
1Z/(pn)

)
n∈N>1

.

Quel que soit x := (xn)n∈N>1
∈ Zp, on définit l’élément de Zp suivant :

−x := (−xn)n∈N>1
.

À partir des propriétés de l’addition et de la multiplication sur chacun des
anneaux Z/(pn), n ∈ N>1, on vérifie que quel que soit (x, y, z) ∈ Zp3, on a :

• x+ (y + z) = (x+ y) + z (associativité de +),

• x+ y = y + x (commutativité de +),

• x+ 0Zp = x (élément neutre pour +),

• x+ (−x) = 0Zp (inverse pour +),

• x× (y × z) = (x× y)× z (associativité de ×),

• x× y = y × x (commutativité de ×),

• x× 1Zp = x (élément neutre pour ×),

• x× (y + z) = x× y + x× z (distributivité à gauche de + sur ×).

Finalement, Zp est un anneau commutatif unitaire.
�

Proposition 1.5. On définit l’application suivante :

i :

{
Z ↪→ Zp
x 7→ (x mod pn)n∈N>1

.

i est un morphisme d’anneaux injectif.

Preuve. On vérifie sans peine que i est à valeurs dans Zp et que i(1) = 1Zp .
Par ailleurs, quel que soit (x, y) ∈ Z2, on a :

• i(x+ y) = i(x) + i(y).

• i(xy) = i(x)i(y).

Enfin, on observe que pour tout x ∈ Z, on a :

i(x) = 0Zp ⇔ ∀n ∈ N, pn|x⇔ x = 0.

D’où le résultat annoncé.
�
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Remarque 1.6. D’après la proposition 1.5, Zp est de caractéristique 0.

Proposition 1.7. Le groupe des unités des entiers p-adiques, noté Zp×, est :

Zp× = {(xn)n∈N>1
∈ Zp t.q. x1 ∈ (Z/pZ)∗}.

Preuve. On procède par double inclusion.

• Soit x := (xn)n∈N>1
∈ Zp×, il existe y := (yn)n∈N>1

∈ Zp satisfaisant à :

xy = 1Zp .

Dès lors, en examinant les termes d’indice 1, il vient :

x1y1 = 1Z/(p).

Finalement, on a x1 ∈ (Z/pZ)∗.

• Soit x := (xn)n∈N>1
∈ Zp avec x1 ∈ (Z/pZ)∗, il existe y1 ∈ Z/(p) tel que :

x1y1 = 1Z/(p).

Soit n ∈ N>2, supposons avoir construit (yk)k∈J1,n−1K dans
n−1∏
k=1

Z/(pk)

satisfaisant aux deux propriétés suivantes :

∀k ∈ J1, n− 1K, xkyk = 1Z/(pk),(1)

∀(q, r) ∈ N>1
2, q 6 r 6 n− 1,⇒ ϕrq(yr) = yq.(2)

Soit x̃n un représentant de xn modulo pn, comme ϕn1 (xn) = x1, on a :

x̃n 6≡ 0 mod p.

On en déduit que x̃n et p sont premiers entre-eux. Dès lors, x̃n et pn sont
premiers entre-eux et il existe ỹn ∈ Z tel que l’on ait :

x̃nỹn ≡ 1 mod pn.

En d’autres termes, il existe yn ∈ Z/(pn) satisfaisant à l’égalité suivante :

(3) xnyn = 1Z/(pn).

Soit m ∈ N>1,m 6 n, en appliquant le morphisme d’anneaux ϕnm à (3),
on obtient l’égalité suivante :

(4) ϕnm(xn)ϕnm(yn) = 1Z/(pm).

Par ailleurs, en prenant l’égalité (1) en k = m, il vient xmym = 1Z/(pm).
Dès lors, en rapprochant cette égalité avec (4), il vient :

(5) ϕnm(xn)ϕnm(yn) = xmym.

Or, ϕnm(xn) = xm et injectant cette information dans l’égalité (5), on a :

(6) xmϕ
n
m(yn) = xmym.

Finalement, d’après l’égalité (1) prise en k = m ou d’après l’égalité (3),
selon que m < n ou m = n, en multipliant (6) par ym, il vient :

(7) ϕnm(yn) = ym.
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En résumé, d’après (1), (2), (3) et (7), on a construit (yk)k∈J1,nK dans
n∏
k=1

Z/(pk) satisfaisant aux deux propriétés suivantes :

∀k ∈ J1, nK, xkyk = 1Z/(pk),

∀(q, r) ∈ N>1
2, q 6 r 6 n,⇒ ϕrq(yr) = yq.

Finalement, on construit par récurrence un inverse à x dans Zp.
D’où l’égalité annoncée.

�

Remarque 1.8. Soit x := (xn)n∈N>1
∈ Zp, on a :

∀n ∈ N>2, ϕ
n
n−1(xn) = xn−1.

Par conséquent, p divise x1 si et seulement si pour tout n ∈ N>1, p divise xn.
En accord avec la proposition 1.7, on a alors :

Zp× = Zp \ pZp.

Proposition 1.9. Quel que soit x ∈ Zp∗, il existe m un unique entier naturel
et ε une unique unité de Zp tels que l’on ait la décomposition suivante :

x = pmε.

Preuve. On montre l’existence et l’unicité séparément.

• Soit x := (xn)n∈N>1
∈ Zp∗, on distingue les deux cas suivants :

◦ Supposons que x ∈ Zp×, alors m = 0 et ε = x conviennent.

◦ Supposons que x 6∈ Zp×, il existe k ∈ N>1 tel que l’on ait xk 6= 0Z/(pk).

Soit ` ∈ N>k, comme ϕ`k(x`) = xk, on a x` 6= 0Z/(p`) et l’ensemble des
indices n ∈ N>1 tels que xn = 0Z/(pn) est majoré par k. Or, d’après la
proposition 1.7, x1 = 0Z/(p) et on peut alors introduire :

m := max
{
n ∈ N>1 t.q. xn = 0Z/(pn)

}
.

Quel que soit n ∈ N>1, on fixe x̃n un représentant de xn modulo pn.
Soit n ∈ N>1, on constate que l’on a :

ϕm+n
m (xm+n) = xm = 0Z/(pm).

Dès lors, pm divise x̃n+m et on introduit l’élément de Z/(pn) suivant :

εn :=
x̃m+n

pm
mod pn.

On pose ε := (εn)n∈N>1
, quel que soit (q, r) ∈ N>1

2, q 6 r, on a :

(8) ϕrq(εr) =
x̃m+r

pm
mod pq.

Or, comme ϕm+r
q (xm+r) = xq = ϕm+q

q (xm+q), il vient :

x̃m+q ≡ x̃m+r mod pq.
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Dès lors, en réinjectant cette information dans l’égalité (8), on a :

ϕrq(εr) = εq.

On a ε ∈ Zp et supposons par l’absurde que ε1 = 0Z/(p), alors on a :

xm+1 = 0Z/(pm+1).

Dès lors, par définition de m, il vient m + 1 6 m, ce qui n’est pas.
Par conséquent, d’après la proposition 1.7, on a :

ε ∈ Zp×.
Enfin, quel que soit n ∈ N>1, on observe que l’on a :

(9) pmεn = x̃m+n mod pn.

Or, comme ϕm+n
n (xm+n) = xn, il vient :

x̃m+n ≡ x̃n mod pn.

En réinjectant cette information dans (9), on a :

pmεn = xn.

Finalement, on a l’égalité suivante avec m ∈ N et ε ∈ Zp× :

pmε = x.

• Soit x ∈ Zp∗, supposons que l’on dispose de m1 et m2 dans N, ainsi que
de ε1 := (ε1,n)n∈N>1

et ε2 := (ε2,n)n∈N>1
dans Zp× tels que l’on ait :

x = pm1ε1 et x = pm2ε2.

Dès lors, on a les égalités suivantes :

(10) ∀n ∈ N>1, p
m1ε1,n = pm2ε2,n.

Par conséquent, en prenant n = m1 dans (10), on a :

(11) pm2ε2,m1 = 0Z/(pm1 ).

Or, si ε̃2,m1 est un représentant de ε2,m1 modulo pm1 , alors d’après la
remarque 1.8, p ne divise pas ε̃2,m1 . On en déduit que pm1 et ε̃2,m1 sont

premiers entre eux et que ε2,m1 ∈ (Z/pm1Z)×. Ainsi, d’après (11), on a :

m2 > m1.

En reproduisant le même argument en prenant n = m2 dans (10), on a :

m := m1 = m2.

Quel que soit n ∈ N>1, en prenant (10) en n = n+m, il vient :

pmε1,n+m = pmε2,n+m.

On en déduit que les représentants de ε1,n+m et ε1,n+m modulo pn+m sont
congruents modulo pn, c’est-à-dire que l’on a :

ϕm+n
n (ε1,n+m) = ϕm+n

n (ε2,n+m).

Finalement, on a ε1,n = ε2,n. D’où l’unicité de la décomposition.

D’où le résultat annoncé.
�



14 CYRIL FALCON

Corollaire 1.10. Zp est un anneau intègre.

Preuve. Chacun des Z/(pn), n ∈ N>1 étant non nul, on a :

0Zp 6= 1Zp .

Soient x et y dans Zp∗, d’après la proposition 1.9, il existe mx et my dans N,
ainsi que εx et εy dans Zp× tels que l’on ait :

x = pmxεx et y = pmyεy.

Dès lors, il vient :
xy = pmx+myεxεy.

On en déduit que xy 6= 0Zp , sinon on aurait pmx+my = 0Zp , ce qui n’est pas.
Par contraposition, on a alors :

∀(x, y) ∈ Zp2, xy = 0Zp ⇒ x = 0Zp ou y = 0Zp .

Finalement, Zp est un anneau intègre.
�

Définition 1.11. On appelle corps des nombres p-adiques et l’on note Qp le
corps des fractions de l’anneau intègre Zp.

Remarque 1.12. D’après la remarque 1.6, Qp est de caractéristique 0.

Proposition 1.13. Il existe un unique morphisme d’anneaux injectif de Q
dans Qp qui prolonge i, on le note j : Q ↪→ Qp.

Preuve. On note i1 : Z ↪→ Q, respectivement i2 : Zp ↪→ Qp, le plongement
canonique de l’anneau Z, respectivement de Zp, dans son corps des fractions.
Dès lors, d’après la proposition 1.5, on a le diagramme suivant :

Z i //

i1
�� ''

Zp
i2
��

K(Z) = Q K(Zp) = Qp

.

Finalement, par propriété universelle du corps des fractions de Z, il existe un
unique morphisme d’anneaux injectif j : Q ↪→ Qp tel que :

j ◦ i1 = i2 ◦ i.
En pensant à i1 et i2 comme à des inclusions, on a le résultat annoncé.

�

Proposition 1.14. Qp est engendré par
1

p
sur Zp, c’est-à-dire que l’on a :

Qp = Zp
[

1

p

]
.

Preuve. D’après la remarque 1.8, un élément de Zp est non inversible si et
seulement s’il appartient à pZp. Dès lors, Qp est le localisé de Zp en pZp.
Finalement, pZp étant engendré par p, on a l’égalité annoncée.

�
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Proposition 1.15. Quel que soit x ∈ Qp
∗, il existe m un unique entier relatif

et ε une unique unité de Zp tels que l’on ait la décomposition suivante :

x = pmε.

Preuve. On montre l’existence et l’unicité séparément.

• Soit x ∈ Qp
∗, d’après la proposition 1.14, il existe P ∈ Zp[X] de degré n

satisfaisant à l’égalité suivante :

x = P

(
1

p

)
.

En réduisant chaque fraction de cette identité au même dénominateur,
on obtient a ∈ Zp tel que l’on ait :

x =
a

pn
.

Comme x ∈ Qp
∗, a ∈ Zp∗ et d’après la proposition 1.9, il existe n′ ∈ N et

ε ∈ Zp× tel que a = pn
′
ε. Finalement, en posant m := n′ − n ∈ Z, on a :

x = pmε.

• Soit x ∈ Qp
∗, supposons qu’il existe m1 et m2 dans Z, ainsi que ε1 et ε2

dans Zp× satisfaisants à :

x = pm1ε1 et x = pm2ε2.

On commence par observer que m1 et m2 ont même signe ; en effet, sinon
x serait à la fois dans Zp et Qp \ Zp, ce qui ne peut être.

◦ Supposons que m1 et m2 soient tous les deux positifs, alors d’après la
proposition 1.9, on a m1 = m2 et ε1 = ε2.

◦ Supposons que m1 et m2 soient tous les deux négatifs, alors, on a :

p−m2ε1 = p−m2ε2.

−m1 et −m2 étant tous les deux positifs, d’après la proposition 1.9,
on a −m1 = −m2 et ε1 = ε2.

D’où le résultat annoncé.
�

1.2. Topologie élémentaire du corps des nombres p-adiques.

Définition 1.16. On appelle valuation p-adique et on note vp : Qp → Z∪{∞}
l’application définie par :

• vp(0) :=∞.

• Si x ∈ Qp
∗, d’après la proposition 1.15, il existe m un unique entier relatif

et ε une unique unité de Zp tels que l’on ait :

x = pmε.

On pose alors vp(x) := m.
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Remarque 1.17. Soit x ∈ Qp
∗, il existe ε ∈ Zp× satisfaisant à x = pvp(x)ε.

La valuation p-adique de x est le plus grand entier relatif m tel que x ∈ pmZp.
En effet, on a x ∈ pvp(x)Zp et si l’on avait x ∈ pvp(x)+1Zp, alors ε ∈ pZp, ce qui
d’après la proposition 1.7 et la remarque 1.8 contredirait que ε soit dans Zp×.
On en déduit les interprétations suivantes de la valuation p-adique :

• Si x := (xn)n∈N>1
∈ Zp∗, alors vp(x) = max

{
n ∈ N>1 t.q. xn = 0Z/(pn)

}
.

• Si x ∈ Z∗, alors avec la proposition 1.5, vp(x) = max {n ∈ N>1 t.q. pn|x}.

Proposition 1.18. Quels que soient x et y dans Qp, on a :

i. vp(x) =∞ si et seulement si x = 0.

ii. vp(xy) = vp(x) + vp(y).

iii. vp(x+ y) > min(vp(x), vp(y)) avec égalité si vp(x) 6= vp(y).

Preuve. On montre indépendamment chaque propriété.

i. Cette propriété découle immédiatement de la définition 1.16.

ii. On distingue les deux cas suivants sur x et y :

• Supposons que x ou y soit nul, alors l’égalité est vraie.

• Supposons que x et y soient non nuls, il existe εx, εy ∈ Zp× tels que :

x = pvp(x)εx et y = pvp(y)εy.

Par conséquent, on a :

xy = pvp(x)+vp(y)εxεy.

Comme εxεy ∈ Zp×, d’après la définition 1.16, il vient :

vp(xy) = vp(x) + vp(y).

iii. On distingue les deux cas suivants sur x et y :

• Supposons que x ou y soit nul, alors la propriété est vraie.

• Supposons que x et y soient non nuls, il existe εx, εy ∈ Zp× tels que :

x = pvp(x)εx et y = pvp(y)εy.

On suppose sans perte de généralité que vp(x) 6 vp(y), on a alors :

(12) x+ y = pvp(x)
(
εx + pvp(y)−vp(x)εy

)
.

Or, on a pvp(y)−vp(x)εy ∈ Zp et d’après (12), il vient :

(13) x+ y ∈ pvp(x)Zp.
Dès lors, d’après la remarque 1.17, on a :

vp(x+ y) > vp(x).

Supposons désormais que vp(x) < vp(y), alors on a :

(14) pvp(y)−vp(x)εy ∈ pZp.
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Si par l’absurde x+ y ∈ pvp(x)+1Zp, alors d’après (12), on a :

εx + pvp(y)−vp(x)εy ∈ pZp.
Ainsi, d’après (14), on a εx ∈ pZp, ce qui d’après la proposition 1.15
contredit εx ∈ Zp× et on en déduit que l’on a :

(15) x+ y 6∈ pvp(x)+1Zp.
Finalement, d’après (13), (15) et la remarque 1.17, on a :

vp(x+ y) = vp(x).

D’où le résultat annoncé.
�

Définition 1.19. On appelle norme p-adique et on note | · |p : Qp → [0,+∞[
l’application définie par :

•
∣∣0Qp

∣∣
p

= 0.

• Si x ∈ Qp
∗, on pose |x|p := p−vp(x).

Remarque 1.20. D’après la proposition 1.9 et la définition 1.19, on a :

Zp := {x ∈ Qp t.q. |x|p 6 1}.

Proposition 1.21. Quels que soient x et y dans Qp, on a :

i. |x|p = 0 si et seulement si x = 0.

ii. |xy|p = |x|p|y|p.

iii. |x+ y|p 6 max(|x|p, |y|p) avec égalité si |x|p 6= |y|p.

Preuve. Ses propriétés se déduisent de la proposition 1.18 par exponentiation
et en remarquant que quel que soit (a, b) ∈ R2, on a :

−min(a, b) = max(−a,−b),
pmax(a,b) = max(pa, pb).

�

Définition 1.22. On appelle distance p-adique et on note δp : Qp
2 → [0,+∞[

l’application définie par :

∀(x, y) ∈ Qp
2, δp(x, y) := |x− y|p.

Proposition 1.23. Qp muni de δp est un espace ultramétrique.

Preuve. Quel que soit (x, y, z) ∈ Qp
3, on a :

• (séparation) D’après le point i. de la proposition 1.21, on a :

δp(x, y) = 0⇔ x = y.

• (symétrie) D’après le point ii. de la proposition 1.21, on a :

δp(x, y) = δp(y, x).
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• (inégalité ultramétrique) On commence par écrire :

x− z = (x− y) + (y − z).

D’après le point iii. de la proposition 1.21 et le point précédent, on a :

δp(x, z) 6 max(δp(x, y), δp(y, z)).

Finalement, (Qp, δp) est un espace ultramétrique.
�

Proposition 1.24. On note T la topologie produit sur
∏
n∈N>1

Z/(pn) associée

aux topologies discrètes sur chacun des Z/(pn), n ∈ N>1. La topologie induite
par T sur Zp et la topologie associée à la restriction de δp sur Zp sont égales.

Preuve. Soient x := (xn)n∈N>1
∈ Zp, ε ∈ R>0 et y := (yn)n∈N>1

∈ Zp, on a :

(16) y ∈ Bδp(x, ε)⇔ vp(x− y) > − logp(ε).

Or, en posant m := b− logp(ε)c, d’après la remarque 1.17, on a :

(17) vp(x− y) > − logp(ε)⇔ ∀n ∈ N>1, n 6 m⇒ xn = yn.

Dès lors, d’après (16) et (17), il vient :

y ∈ Bδp(x, ε)⇔ ∀n ∈ N>1, n 6 m⇒ xn = yn.

Finalement, on en déduit que l’on a :

Bδp(x, ε) =

(
m∏
n=1

{xn} ×
∏
n>n0

Z/(pn)

)
∩ Zp.

Or, l’ensemble suivant constitue une base de voisinages ouverts de
(
Zp,T|Zp

)
:{(

m∏
n=1

{xn} ×
∏
n>m

Z/(pn)

)
∩ Zp,m ∈ N>1, (xn)n∈J1,mK ∈

m∏
n=1

Z/(pn)

}
et celui ci-dessous est quant à lui une base de voisinages ouverts de (Zp, δp) :{

Bδp(x, ε), x ∈ Zp, ε ∈ R>0

}
.

D’où le résultat annoncé.
�

Proposition 1.25. i(N) est une partie dense de Zp.

Preuve. Soit x := (xn)n∈N>1
dans Zp, quel que soit n ∈ N>1, on se donne yn un

représentant positif de xn modulo pn, en accord avec la proposition 1.5, on a :

xn − i(yn)n = 0Z/(pn).

Or, d’après la remarque 1.17, on a :

vp(x− i(yn)) = max
{
m ∈ N>1 t.q. xm − i(yn)m = 0Z/(pm)

}
.

Par conséquent, vp(x− i(yn)) > n et on en déduit l’inégalité suivante :

δp(x, i(yn)) 6 p−n.
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En passant à la limite quand n tend vers +∞, il vient :

lim
n→+∞

δp(x, i(yn)) = 0.

Finalement, on a lim
n→+∞

i(yn) = x. D’où le résultat annoncé.

�

Proposition 1.26. j(Q) est une partie dense de Qp.

Preuve. Soit x ∈ Zp, il existe (a, b) ∈ Zp × Zp∗ satisfaisant à :

(18) x = ab−1.

D’après la proposition 1.25, il existe (an)n∈N et (bn)n∈N dans ZpN telles que :

(19) lim
n→+∞

i(an) = a et lim
n→+∞

i(bn) = b.

En particulier, il existe N ∈ N tel que l’on ait :

(20) ∀n ∈ N, n > N ⇒ i(bn) ∈ Bδp(b, ε).

Or, b étant non nul, il existe ε ∈ R>0 satisfaisant à :

(21) 0 6∈ Bδp(b, ε).

Ainsi, i étant injectif (proposition 1.5), d’après (20) et (21), on a :

∀n ∈ N, n > N ⇒ bn 6= 0.

Quel que soit n ∈ N>N on est alors en mesure de définir l’élément de Q suivant :

xn :=
an
bn
.

Dès lors, d’après la proposition 1.13, on a :

(22) ∀n ∈ N>N , j(xn) = j(an)j(bn)−1 = i(an)i(bn)−1.

Finalement, d’après (18), (19) et (22), on a :

lim
n→+∞

j(xn) = x.

D’où le résultat annoncé.
�

Lemme 1.27. Zp est fermé dans
∏
n∈N>1

Z/(pn) muni de T .

Preuve. Soit x := (xn)n∈N>1
∈

 ∏
n∈N>1

Z/(pn)

 \ Zp, on dispose de m et n des

entiers naturels au moins égaux à 1 tels que m 6 n et satisfaisants à :

ϕnm(xn) 6= xm.

On introduit alors l’ensemble suivant :

V :=
n∏
k=1

{xn} ×
∏

k>n+1

Z/(pk).
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V est un ouvert de
∏
n∈N>1

Z/(pn) qui contient x et tel que V ∩ Zp = ∅.

Finalement, V est un voisinage ouvert de x dans

 ∏
n∈N>1

Z/(pn)

 \ Zp et ∏
n∈N>1

Z/(pn)

 \ Zp est ouvert dans
∏
n∈N>1

Z/(pn), d’où le résultat annoncé.

�

Proposition 1.28. Zp est compact dans Qp.

Preuve. Quel que soit n ∈ N>1, Z/(pn) étant fini, il est compact pour la topo-

logie discrète. Dès lors, d’après le théorème de Tychonoff,
∏
n∈N>1

Z/(pn) muni

de T est compact. Ainsi, d’après le lemme 1.27,
(
Zp,T|Zp

)
est compact. Fina-

lement, d’après la proposition 1.24, (Zp, δp) est compact.
�

Corollaire 1.29. L’espace métrique Zp est complet.

Proposition 1.30. L’espace métrique Qp est complet.

Preuve. Soit (xn)n∈N ∈ Qp
N une suite de Cauchy, il existe N ∈ N tel que :

∀n ∈ N, n > N ⇒ |xn − xN | 6 1.

Dès lors, d’après la remarque 1.20, on a :

∀n ∈ N, n > N ⇒ xn − xN ∈ Zp.
Comme (xn)n∈N est une suite de Cauchy, (xn− xN)n>N ∈ ZpN l’est également.
Par conséquent, d’après la proposition 1.29, (xn−xN)n>N converge vers x ∈ Zp.
Finalement, (xn)n∈N converge vers x+ xN dans Qp. D’où le résultat annoncé.

�

Remarque 1.31. En accord avec les propositions 1.26 et 1.30, Qp est obtenu
par complétion de Q pour la distance δp.

1.3. Étude des zéros des séries entières à coefficients p-adiques.

Définition 1.32. Soit (an)n∈N ∈ Qp
N, on appelle série entière formelle en

l’indéterminée X de terme général (an)n∈N la série
∑
anX

n.

Notation 1.33. L’ensemble des séries entières formelles en l’indéterminée X
et à coefficients dans Qp est noté Qp[[X]].

Définition 1.34. Soient f ∈ Qp[[X]] de terme général (an)n∈N et x ∈ Qp, on
dit que f est convergente en x si et seulement si la série

∑
anx

n est convergente.

Proposition 1.35. Soit (an)n∈N une suite d’éléments de Qp, la série
∑
an est

convergente si et seulement si (an)n∈N converge vers 0. Le cas échéant, on a :∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

an

∣∣∣∣∣
p

6 max
n∈N
|an|p.
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Preuve. On introduit la suite des sommes partielles de
∑
an :

(An)n∈N :=

(
n∑
k=0

ak

)
n∈N

.

On procède alors par double implication.

• Supposons que la série
∑
an soit convergente, alors (An)n∈N converge.

Or, on observe que l’on a :

∀n ∈ N, an = An − An−1.

Finalement, en passant à la limite quand n tend vers +∞, il vient :

lim
n→+∞

an = 0.

• Supposons que la suite (an)n∈N converge vers 0, on observe que l’on a :

(23) ∀m ∈ N, ∀n ∈ N>1, δp(Am, Am+n) 6

∣∣∣∣∣
m+n∑
k=m+1

ak

∣∣∣∣∣
p

.

Or, d’après la proposition 1.23, on a :

(24) ∀m ∈ N,∀n ∈ N>1,

∣∣∣∣∣
m+n∑
k=m+1

ak

∣∣∣∣∣
p

6 max
k∈Jm+1,m+nK

|ak|p

Dès lors, d’après (23) et (24), il vient :

(25) ∀m ∈ N,∀n ∈ N>1, δp(Am, Am+n) 6 max
k∈Jm+1,nK

|ak|p.

Soit ε ∈ R>0, comme (an)n∈N converge vers 0, il existe N ∈ N tel que :

∀m ∈ N,m > N ⇒ |ak|p 6 ε.

En particulier, on en déduit que l’on a :

(26) ∀m ∈ N,m > N,∀n ∈ N>1, max
k∈Jm+1,m+nK

|ak|p 6 ε.

Dès lors, d’après (25) et (26), il vient :

∀m ∈ N,m > N, ∀n ∈ N>1, δp(Am, Am+n) 6 ε.

(An)n∈N est de Cauchy et d’après la proposition 1.30, (An)n∈N converge.
Finalement,

∑
an est convergente.

Supposons que (an)n∈N converge vers 0, alors d’après ce qui précède
∑
an est

convergente. Or, d’après le point iii. de la proposition 1.21, | · |p est continue
(1-lipschitzienne) et l’on en déduit l’égalité suivante :

(27)

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

an

∣∣∣∣∣
p

= lim
n→+∞

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣
p

.

Or, d’après la proposition 1.23, on a :

(28) ∀n ∈ N,

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣
p

6 max
k∈J0,nK

|ak|p.
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(an)n∈N convergeant vers 0, elle est bornée et il existe N ∈ N tel que l’on ait :

∀n ∈ N, n > N ⇒ |an|p 6 max
k∈N
|ak|p.

Par conséquent, on en déduit que l’on a :

max
k∈N
|ak|p = max

k∈J0,NK
|ak|p.

Dès lors, d’après (28), on a :

(29) ∀n ∈ N, n > N ⇒

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣
p

6 max
n∈N
|an|p.

Finalement, d’après (27) et par passage à la limite dans (29), on a :∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

an

∣∣∣∣∣
p

6 max
n∈N
|an|p.

�

Proposition 1.36. Soit (ai,j)(i,j)∈N2 une suite double d’éléments de Qp telle

que lim
max(i,j)→+∞

ai,j = 0, alors les séries
∑
i

∑
j

ai,j et
∑
j

∑
i

ai,j sont conver-

gentes dans Qp et convergent vers la même limite.

Preuve. Soit i ∈ N, comme lim
j→+∞

max(i, j) = +∞, on a :

lim
j→+∞

ai,j = 0.

Par conséquent, d’après la proposition 1.35,
∑
j

ai,j est convergente et l’on a :

∣∣∣∣∣
+∞∑
j=0

ai,j

∣∣∣∣∣
p

6 max
j∈N
|ai,j|p.

Or, quel que soit j ∈ N, lim
i→+∞

max(i, j) = +∞, d’où lim
i→+∞

|ai,j| = 0 et l’on a :

lim
i→+∞

max
j∈N
|ai,j|p = 0.

Dès lors, lim
i→+∞

+∞∑
j=0

ai,j = 0 et d’après la proposition 1.35,
∑
i

∑
j

ai,j converge.

De la même manière, on montre que
∑
j

∑
i

ai,j est convergente.

Soit ε ∈ R>0, il existe N ∈ N tel que l’on ait :

∀(i, j) ∈ N2,max(i, j) > N ⇒ |ai,j|p 6 ε.
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Dès lors, d’après la proposition 1.35, on a :∣∣∣∣∣
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ai,j −
N∑
i=0

N∑
j=0

ai,j

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
i

∑
j

max(i,j)>N

ai,j

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6 max
(i,j)∈N2

max(i,j)>N

|ai,j|p 6 ε,(30)

∣∣∣∣∣
+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

ai,j −
N∑
j=0

N∑
i=0

ai,j

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
j

∑
i

max(i,j)>N

ai,j

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

6 max
(i,j)∈N2

max(i,j)>N

|ai,j|p 6 ε.(31)

L’ordre de sommation des sommes finies n’ayant pas d’importance, on a :∣∣∣∣∣
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ai,j −
+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

ai,j

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ai,j −
N∑
i=0

N∑
j=0

ai,j −
+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

ai,j +
N∑
j=0

N∑
i=0

ai,j

∣∣∣∣∣
p

.

Ainsi, d’après le point iii. de la proposition 1.21, (30) et (31), il vient :∣∣∣∣∣
+∞∑
i=0

+∞∑
j=0

ai,j −
+∞∑
j=0

+∞∑
i=0

ai,j

∣∣∣∣∣
p

6 ε.

D’où le résultat annoncé.
�

Théorème 1.37. (Strassmann [16]) Soit f ∈ Qp[[X]] de terme général (an)n∈N.
Si (an)n∈N est non nulle et converge vers 0, alors f converge sur Zp et l’on a :

#{x ∈ Zp t.q. f(x) = 0} 6 max

{
n ∈ N t.q. |an|p = max

k∈N
|ak|p

}
<∞.

Preuve. D’après la remarque 1.20 et le point ii. de la proposition 1.21, on a :

∀x ∈ Zp, ∀n ∈ N, |anxn|p 6 |an|p.

Dès lors, on en déduit que l’on a :

∀x ∈ Zp, lim
n→+∞

anx
n = 0.

Finalement, d’après la définition 1.34 et la proposition 1.35, f converge sur Zp.

(an)n∈N convergeant vers 0, elle est bornée et il existe N ∈ N tel que :

∀n ∈ N, n > N ⇒ |an|p 6 max
k∈N
|ak|p.

On peut alors définir l’entier naturel suivant :

M := max

{
n ∈ N t.q. |an|p = max

k∈N
|ak|p

}
.

On procède alors par récurrence sur M .
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• Initialisation. Si M = 0, alors par construction de M , on a :

(32) ∀n ∈ N, n > 1⇒ |an|p < |a0|p.
S’il existait x ∈ Zp tel que f(x) = 0, on aurait l’égalité suivante :

a0 = −
+∞∑
n=1

anx
n.

Dès lors, d’après la remarque 1.20, le point ii. de la proposition 1.21, la
proposition 1.35 et l’inégalité (32), il viendrait :

|a0|p 6 max
n∈N>1

|an|p < |a0|p,

ce qui ne peut être. Finalement, f ne s’annule pas dans Zp.
• Hérédité. Si M > 1, on distingue les deux cas suivants sur f :

◦ Si f ne s’annule pas dans Zp, alors f a au plus M zéros dans Zp.
◦ S’il existe y ∈ Zp tel que f(y) = 0, alors, on a :

(33) ∀x ∈ Zp, f(x) = f(x)− f(y) =
+∞∑
n=1

an(xn − yn).

Or, on rappelle que quel que soit x ∈ Zp, on a l’identité suivante :

(34) ∀n ∈ N>1, x
n − yn = (x− y)

n−1∑
k=0

xkyn−k−1.

Dès lors, quel que soit x ∈ Zp, on définit α(x) ∈ Qp
N2

par :

∀(i, j) ∈ N2, α(x)i,j =

{
aix

jyi−j−1 , si i > 1 et j < i
0 , sinon.

.

De cette manière, d’après (33) et (34), on a l’égalité suivante :

(35) ∀x ∈ Zp, f(x) = (x− y)
+∞∑
m=0

+∞∑
n=0

α(x)m,n.

D’après la remarque 1.20 et le point ii. de la proposition 1.21, on a :

∀x ∈ Zp,∀(i, j) ∈ N2, |α(x)i,j|p 6 |ai|p.
Dès lors, quel que soit x ∈ Zp, on a :

∀j ∈ N, lim
i→+∞

|α(x)i,j|p = 0.

Par ailleurs, on constate que quel que soit x ∈ Zp, on a :

∀i ∈ N, lim
j→+∞

|α(x)i,j|p = 0.

Par conséquent, d’après la proposition 1.36 et l’égalité (35), il vient :

f(x) = (x− y)
+∞∑
n=0

+∞∑
m=0

α(x)m,n.
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On en déduit l’égalité suivante :

(36) ∀x ∈ Zp, f(x) = (x− y)
+∞∑
n=1

xn
+∞∑

m=n+1

amy
m−n−1.

On pose b0 := 0 et quel que soit n ∈ N>1, on définit l’élément suivant :

bn :=
+∞∑

m=n+1

amy
m−n−1.

Soit g la série entière de terme général (bn)n∈N, d’après (36), on a :

(37) ∀x ∈ Zp, f(x) = (x− y)g(x).

En outre, d’après la remarque 1.20, le point ii. de la proposition 1.21,
la proposition 1.35 et par construction de M , on a :

(38) ∀n ∈ N, |bn|p 6 max
m>n+1

|am|p 6 |aM |p.

Par ailleurs, par construction de M , on a également :

(39) ∀n ∈ N, n >M + 1⇒ |an|p < |aM |p.
Dès lors, d’après la remarque 1.20, le point ii. de la proposition 1.21,
la proposition 1.35 et l’inégalité (39), on a :∣∣∣∣∣ ∑

m=M+1

amy
m−M

∣∣∣∣∣
p

6 max
m>M+1

|an|p < |aM |p.

Par conséquent, d’après le point iii. de la proposition 1.21, il vient :

(40) |bM−1|p = max

|aM |p,
∣∣∣∣∣ ∑
m=M+1

amy
m−M

∣∣∣∣∣
p

 = |aM |p.

Enfin, d’après les inégalités (38) et (39), on a :

(41) ∀n ∈ N, n > M − 1⇒ |bn|p < |aM |p.
Dès lors, d’après (38), (40) et (41), on a :

max

{
n ∈ N t.q. |bn|p = max

k∈N
|bk|p

}
= M − 1.

Ainsi, par hypothèse de récurrence, g a au plus M − 1 zéros dans Zp.
Finalement, d’après (37), f a au plus M zéros dans Zp.

D’où le résultat annoncé.
�

Remarque 1.38. Le théorème 1.37 est l’analogue p-adique du théorème de
Rouché sur les zéros des fonctions holomorphes dans un disque.
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2. Interpolation p-adique des itérés de fonctions polynomiales

Soient p un nombre premier quelconque, d ∈ N>1 et f ∈ Zp[X1, · · · , Xd]
d.

On introduit I := (X1, · · · , Xd) et on montre que s’il existe une puissance de
p suffisamment grande divisant les coefficients de chacune des composantes
polynomiales de f−I, alors on peut interpoler à Zp les itérés de f prises en un
point fixé de Zpd. Autrement dit, sous ces hypothèses, quel que soit x ∈ Zpd,
on exhibera g ∈ Qp[[X]]d qui converge sur Zp et satisfaisant à :

∀n ∈ N, g(n) = fn(x).

L’unicité d’un telle fonction est assurée par la proposition suivante :

Proposition 2.1. Soit (un)n∈N une suite d’élements de Qp, il existe au plus
une fonction continue f : Zp → Qp satisfaisant à :

∀n ∈ N, f(n) = un.

Preuve. N étant dense dans Zp (proposition 1.25), une fonction continue est
entièrement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur N.

�

2.1. Quelques préliminaires techniques. On commence par donner un mi-

norant de la norme p-adique de la factorielle d’un entier naturel.

Proposition 2.2. Quel que soit m ∈ N, on a :

vp(m!) =
+∞∑
k=1

⌊
m

pk

⌋
.

Preuve. On rappelle que l’on a :

m! =
m∏
`=1

`.

Dès lors, d’après le point ii. de la proposition 1.18, il vient :

(1) vp(m!) =
m∑
`=1

vp(`).

On introduit l’ensemble suivant :

Am :=
{

(k, `) ∈ N>1 × J1,mK t.q. pk|`
}
.

D’une part, on constate que l’on a :

#Am =
+∞∑
k=1

#
{
` ∈ J1,mK t.q. pk|`

}
.

Or, quel que soit k ∈ N>1, J1,mK contient

⌊
m

pk

⌋
multiple de pk, d’où :

#
{
` ∈ J1,mK t.q. pk|`

}
=

⌊
m

pk

⌋
.
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Par conséquent, on a l’égalité suivante :

(2) #Am =
+∞∑
k=1

⌊
m

pk

⌋
.

D’autre part, on observe que l’on a :

#Am =
m∑
`=1

#
{
k ∈ N∗ t.q. pk|`

}
.

Or, d’après la remarque 1.17, quel que soit ` ∈ J1,mK, on a :

vp(`) = #
{
k ∈ N∗ t.q. pk|`

}
.

Par conséquent, on a également l’égalité suivante :

(3) #Am =
m∑
`=1

vp(`).

En rapprochant les égalités (1), (2) et (3), on a l’égalité annoncée.
�

Corollaire 2.3. Quel que soit m entier naturel, on a :

|m!|p > p−m/(p−1).

Preuve. On rappelle que l’on a :

∀x ∈ R, bxc 6 x.

Par conséquent, d’après la proposition 2.2, on a :

vp(m!) 6
+∞∑
k=1

m

pk
=

m

p− 1
.

Finalement, d’après la définition 1.19, on a l’inégalité annoncée.
�

Afin de vérifier que la fonction construite est donné par une série entière, on
aura besoin de la proposition suivante :

Proposition 2.4. Soient (an)n∈N ∈ Qp
N qui converge vers 0 et (bn)n∈N ∈ Qp

(N).

Les séries
∑
i

ai
∑
j

bjX
j et

∑
j

ai
∑
i

bjX
j sont convergentes et égales sur Zp.

Preuve. Quel que soit x ∈ Zp, on définit α(x) ∈ Qp
N2

de la manière suivante :

∀(i, j) ∈ N2, α(x)i,j := aibjx
j.

D’après le point ii. de la proposition 1.18 et la remarque 1.20, on a :

(4) ∀x ∈ Zp,∀(i, j) ∈ N2, |α(x)i,j|p 6 |ai|p|bj|p.
Or, comme par hypothèse lim

i→+∞
ai = 0, d’après (4), il vient :

(5) ∀x ∈ Zp, lim
i→+∞

α(x)i,j = 0.



28 CYRIL FALCON

Par ailleurs, comme (bn)n∈N ∈ Qp
(N), on a lim

j→+∞
bj = 0 et d’après (4), il vient :

(6) ∀x ∈ Zp, lim
j→+∞

α(x)i,j = 0.

Par conséquent, d’après (5) et (6), il vient :

∀x ∈ Zp, lim
max(i,j)→+∞

α(x)i,j = 0.

Dès lors, d’après la proposition 1.36, quel que soit x ∈ Zp, les séries
∑
i

∑
j

α(x)i,j

et
∑
j

∑
i

α(x)i,j sont convergentes dans Qp et convergent vers la même limite.

Finalement, on en déduit que l’on a :∑
i

ai
∑
j

bjX
j =

∑
j

(
bj
∑
i

ai

)
Xj ∈ Qp[[X]].

D’où le résultat annoncé.
�

Remarque 2.5. Quels que soient (an)n∈N ∈ Qp
N qui converge vers 0 et

(Pn)n∈N ∈ Qp[X]N, d’après la proposition 2.4, la série
∑
anPn converge en

chaque point de Zp et définit un élément de Qp[[X]].

Afin de vérifier que la fonction construite interpole bien les itérés de f en un
point fixé, on aura besoin de l’égalité combinatoire suivante :

Lemme 2.6. Quel que soit n ∈ N et quel que soit ` ∈ J0, nK, on a :

n∑
m=`

(
n

m

)(
m

`

)
(−1)m−` = δn,`.

Preuve. Quel que soit m ∈ J`, nK, on remarque que l’on a :(
n

m

)(
m

`

)
=

n!

`!(n− `)!
(n− `)!

(m− `)!(n−m)!
=

(
n

`

)(
n− `
m− `

)
.

En sommant sur m ∈ J`, nK et en changeant d’indice, il vient :

n∑
m=`

(
n

m

)(
m

`

)
(−1)m−` =

(
n

`

) n−∑̀
m=0

(
n− `
m

)
(−1)m.

Dès lors, d’après la formule du binôme de Newton, on a :

n∑
m=`

(
n

m

)(
m

`

)
(−1)m−` =

(
n

`

)
(1− 1)n−` = δn,`.

D’où l’égalité annoncé.
�



UNE GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE SKOLEM-MAHLER-LECH 29

2.2. Étude sommaire d’un opérateur de différence finie.

Définition 2.7. On définit ∆ : Zp[X1, · · · , Xd]
d → Zp[X1, · · · , Xd]

d par :

∀h ∈ Zp[X1, · · · , Xd]
d,∆(h) := h ◦ f − h.

Remarque 2.8. Pour h ∈ Zp[X1, · · · , Xd]
d, on notera parfois ∆h pour ∆(h).

Proposition 2.9. Soit (h1, h2) ∈ Zp[X1, · · · , Xd]
d × Zp[X1, · · · , Xd]

d, on a :

i. ∆(h1 + h2) = ∆h1 + ∆h2.

ii. ∆(h1h2) = (h2 ◦ f)∆h1 + h1∆h2.

Preuve. On montre indépendamment chaque propriété.

i. D’après la définition 2.7, on a :

∆(h1 + h2) = (h1 + h2) ◦ f − (h1 + h2),

= h1 ◦ f + h2 ◦ f − h1 − h2,

= ∆h1 + ∆h2.

ii. D’après la définition 2.7, on a :

∆(h1h2) = (h1h2) ◦ f − h1h2,

= (h1 ◦ f)(h2 ◦ f)− h1h2,

= (h1 ◦ f)(h2 ◦ f)− h1(h2 ◦ f) + h1(h2 ◦ f)− h1h2,

= (h2 ◦ f)(h1 ◦ f − h1) + h1(h2 ◦ f − h2),

= (h2 ◦ f)∆h1 + h1∆h2.

D’où le résultat annoncé.
�

Proposition 2.10. Quels que soient h ∈ Zp[X1, · · · , Xd]
d et m ∈ N, on a :

∆mh =
m∑
l=0

(
m

`

)
(−1)m−`h ◦ f `.

Preuve. On procède par récurrence sur m.

• Initialisation. Si m = 0, quel que soit h ∈ Zp[X1, · · · , Xd]
d, on a :

∆mh = h =
m∑
`=0

(
m

`

)
(−1)m−`h ◦ f `.

• Hérédité. Soit m > 1, on suppose que l’on a :

∀h ∈ Zp[X1, · · · , Xd]
d,∆m−1h =

m∑
`=0

(
m− 1

`

)
(−1)m−`−1h ◦ f `.

Soit h ∈ Zp[X1, · · · , Xd]
d, d’après la définition 2.7, on a :

∆mh = ∆m−1(h ◦ f − h).
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Dès lors, d’après le point i. de la proposition 2.9, il vient :

∆mh = ∆m−1(h ◦ f)−∆m−1h.

Ainsi, par hypothèse de récurrence, on a :

∆mh =
m−1∑
`=0

(
m− 1

`

)
(−1)m−`−1h ◦ f `+1

−
m−1∑
`=0

(
m− 1

`

)
(−1)m−`−1h ◦ f `,

=
m∑
`=1

(
m− 1

`− 1

)
(−1)m−`h ◦ f `

+
m−1∑
`=0

(
m− 1

`

)
(−1)m−`h ◦ f `.

Dès lors, d’après la formule du triangle de Pascal, il vient :

∆mh = h+
m−1∑
`=1

(
m

`

)
(−1)m−`h ◦ f ` + h ◦ fm.

Finalement, on a :

∆mh =
m∑
`=0

(
m

`

)
(−1)m−`h ◦ f `.

D’où l’égalité annoncée.
�

2.3. Construction de la fonction p-analytique d’interpolation. On mu-
nit Qp

d de la norme infini associée à | · |p que l’on note ‖ · ‖p, on a :

∀x := (x1, · · · , xd) ∈ Qp
d, ‖x‖p := max

i∈J1,dK
|xi|p.

On rappelle qu’une suite d’éléments de Qp
d est convergente si et seulement

si chacune de ses composantes converge dans Qp. Ainsi, en accord avec la
proposition 1.35, une série d’éléments de Qp

d est convergente si et seulement
si chacune des composantes de son terme général converge vers 0 dans Qp,
c’est-à-dire si et seulement si son terme général converge vers 0.

Définition 2.11. Soit n ∈ N, on appelle nème polynôme binomial et on note(
·
n

)
: Zp → Qp l’application définie par :

• Quel que soit x ∈ Zp,
(
x

0

)
:= 1.

• Quel que soit x ∈ Zp,
(
x

n

)
:=

1

n!

n−1∏
k=0

(x− k), si n > 1.
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Remarque 2.12. Quels que soient n ∈ N et x ∈ N, le nème polynôme binomial

évalué en x cöıncide avec le coefficient binomial usuel

(
x

n

)
.

Théorème 2.13. (Poonen [12]) On définit l’entier suivant :

c :=

{
2 , si p = 2
1 , sinon

.

Si f−I ∈ pcZp[X1, · · · , Xd]
d, alors quel que soit x ∈ Zpd, il existe g ∈ Qp[[X]]d

qui converge en chaque point de Zp et satisfaisant à :

∀n ∈ N, g(n) = fn(x).

Preuve. Quel que soit i ∈ J1, dK, on introduit l’élément de Zpd suivant :

εi := (δi,j)j∈J1,dK.

Soit (i, j) ∈ J1, dK2, comme par hypothèse fi −Xi ∈ pcZp[X1, · · · , Xd], on a :

(7) ∆(Xiεj) = (fi −Xi)εj ∈ pcZp[X1, · · · , Xd]
d.

Tout élément de Zp[X1, · · · , Xd]
d étant une somme de produits de (Xiεj)(i,j)∈J1,dK2 ,

d’après la proposition 2.9 et (7), il vient :

(8) ∆ : Zp[X1, · · · , Xd]
d → pcZp[X1, · · · , Xd]

d.

Or, on constate que l’on a :

(9) ∀λ ∈ Qp,∀h ∈ Zp[X1, · · · , Xd]
d,∆(λh) = λ∆h.

Dès lors, d’après (8) et (9), par récurrence immédiate, il vient :

∀m ∈ N,∆mI ∈ pcZp[X1, · · · , Xd]
d.

Soit x ∈ Zpd, on en déduit que l’on a :

∀m ∈ N, (∆mI)(x) ∈ pcZpd.
Dès lors, par construction de ‖ · ‖p et d’après la remarque 1.17, on a :

∀m ∈ N, ‖(∆mI)(x)‖p 6 p−c.

Ainsi, d’après le corollaire 2.3, il vient :

∀m ∈ N,
∥∥∥∥(∆mI)(x)

m!

∥∥∥∥
p

6 p−m(c− 1
p−1).

En particulier, comme c− 1
p−1

> 0, on en déduit que l’on a :

lim
m→+∞

(∆mI)(x)

m!
= 0.

Par conséquent, d’après les remarques 1.20 et 2.5, quel que soit n ∈ Zp,∑
m

(
n

m

)
(∆mI)(x) est convergente et définit alors un élément de Qp[[n]]d.

Ainsi, la fonction g définie comme suit est la somme d’un élément de Qp[[X]]d :

∀n ∈ Zp, g(n) :=
+∞∑
m=0

(
n

m

)
(∆mI)(x).
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Soit n ∈ N, quel que soit m ∈ N>m, d’après la remarque 2.12, on a :(
n

m

)
= 0.

En particulier, on en déduit que l’on a :

g(n) =
n∑

m=0

(
n

m

)
(∆mI)(x).

Dès lors d’après la proposition 2.10 appliquée en h = I, il vient :

g(n) =
n∑

m=0

(
n

m

) m∑
`=0

(
m

`

)
(−1)m−`f `(x),

=
n∑
`=0

f `(x)
n∑

m=`

(
n

m

)(
m

`

)
(−1)m−`.

Finalement, d’après le lemme 2.6, on a :

g(n) =
n∑
`=0

f `(x)δn,` = fn(x).

D’où le résultat annoncé.
�
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3. Une généralisation du théorème de Skolem-Mahler-Lech

On montre en préliminaire que l’on peut plonger toute extension finiment
engendrée de Q dans une infinité de Qp et que l’on peut même choisir ces
plongements de telle manière à ce qu’ils envoient un nombre fini d’éléments
prescrits sur des entiers p-adiques. Ce résultat nous permettra enfin d’établir
les théorèmes 1 et 3, nous exploiterons les théorèmes 1.37 et 2.13.

3.1. Plongement dans un corps de nombres p-adiques.

Lemme 3.1. Soit d un entier naturel non nul, quels que soient N ∈ N>1 et
(fn)n∈J1,NK ∈ Z[X1, · · · , Xd]

N tous non nuls, il existe (ai)i∈J1,dK ∈ Zd tel que :

∀n ∈ J1, NK, fn(a1, · · · , ad) 6= 0.

Preuve. On définit l’élément de Z[X1, · · · , Xd] suivant :

f :=
N∏
n=1

fn.

On distingue alors les deux cas suivants sur d :

• Si d = 1, on suppose par l’absurde que f s’annule en chaque point de Z.
Dès lors, f a une infinité de racines dans le corps Q et on a alors f = 0.
Par intégrité de Z[X1], il existe n ∈ J1, NK tel que fn = 0, contradiction.
Finalement, il existe a1 ∈ Z tel que f(a1) 6= 0 et en particulier, on a :

∀n ∈ J1, NK, fn(a1) 6= 0.

• Si d > 2, on suppose par l’absurde que f s’annule en chaque point de Zd.
On définit alors l’anneau intègre suivant :

A := Z[X1, · · · , Xd−1].

Ainsi, f vu comme élément de A[Xd] s’annule en chaque point de Z ⊆ A.
f a une infinité de racines dans le corps des fractions de A et l’on a f = 0.
Par intégrité de Z[X1, · · · , Xd], il existe n ∈ J1, NK tel que fn = 0, ce qui
n’est pas. Finalement, il existe (ai)i∈J1,dK ∈ Zd tel que f(a1, · · · , ad) 6= 0
et en particulier, on a :

∀n ∈ J1, NK, fn(a1, · · · , an) 6= 0.

D’où le résultat annoncé.
�

Proposition 3.2. Soit P ∈ Z[X] non constant, il existe une infinité de
nombres premiers p tel que l’équation P (x) ≡ 0 mod p ait une solution.

Preuve. On note d le degré de P , il existe (ai)i∈J0,dK ∈ Zd+1 telle que :

P =
d∑
i=0

aiX
i.

On distingue les deux cas suivants :

• Si a0 = 0, alors quel que soit p premier, on a P (0) ≡ 0 mod p.
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• Si a0 6= 0, on définit le polynôme à coefficients dans Z suivant :

R := 1 +
d∑
i=1

aia0
i−1X i.

On commence par constater que l’on a :

(1) P (a0X) = a0R.

Soit E l’ensemble des p premiers tel que R(x) ≡ 0 mod p soit résoluble.
On suppose par l’absurde que E est fini et l’on définit alors :

x :=
∏
p∈E

p.

Quels que soient p ∈ E et N ∈ N, p divise Nx et l’on a :

(2) R(Nx) mod p ≡ 1 mod p.

P étant non constant et a0 étant non nul, d’après (1), R est non constant.
Ainsi, il existe N ∈ N tel que R(Nx) ∈ Z \ {±1} ; sinon, R− 1 ou R+ 1
aurait une infinité de racines et R serait constant, d’où une contradiction.
Dès lors, il existe un nombre premier p0 tel que :

(3) R(Nx) ≡ 0 mod p0.

Ainsi, p0 ∈ E et d’après (2), on a :

(4) R(Nx) ≡ 1 mod p0.

(3) et (4) étant incompatibles, E est infini, c’est-à-dire qu’il existe une
infinité de nombre premiers p tel que R(x) ≡ 0 mod p ait une racine.
Finalement, a0 étant non nul, d’après (1), P (x) ≡ 0 mod p a une solution
pour une infinité de nombre premiers p.

D’où le résultat annoncé.
�

Proposition 3.3. Soit p un nombre premier, Zp est non dénombrable.

Preuve. Supposons par l’absurde que Zp soit dénombrable, il existe alors une
énumération de Zp que l’on note (xn)n∈N>1

et quel que soit n ∈ N>1, on écrit :

xn := (xn,i)i∈N>1
.

On construit récursivement un élément de Zp distinct de chaque xn, n ∈ N>1.

• Initialisation. Comme Z/(p) est de cardinal p > 2, on dispose d’un
élément y1 de Z/(p) qui soit distinct de x1,1.

• Hérédité. Soit n > 2, on suppose avoir construit :

(yk)k∈J1,n−1K ∈
n−1∏
k=1

Z/(pk) t.q. ∀k ∈ J1, n− 1K, yk 6= xk,k.

Si n > 3, on suppose de plus que l’on a :

∀m ∈ J2, n− 1K, ϕmm−1(ym) = ym−1.
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Comme J0, pn − 1K contient p multiples de pn−1 et que le noyau de ϕnn−1

est constitué des classes modulo pn des multiples de pn−1, il vient :

# ker(ϕnn−1) = p.

Par conséquent, yn−1 possède p > 2 antécédents par ϕnn−1 et il existe
alors yn dans Z/(pn) distinct de xn,n satisfaisant à ϕnn−1(yn) = yn−1.
Finalement, on a construit :

(yk)k∈J1,nK ∈
n∏
k=1

Z/(pk) t.q. ∀k ∈ J1, nK, yk 6= xk,k,

et tel que pour tout m ∈ J2, nK, on ait ϕmm−1(ym) = ym−1.

On a construit y ∈ Zp qui n’est pas dans {xn, ;n ∈ N>1}, ce qui ne peut être.
D’où le résultat annoncé.

�

Corollaire 3.4. Soit p un nombre premier, toutes les bases de transcendance
de Qp/Q ont un cardinal infini.

Preuve. Supposons par l’absurde qu’il existe {x1, · · · , xn} une base de trans-
cendance finie de Qp/Q, alors Qp est algébrique sur Q(x1, · · · , xn) et l’on a :

(5) ∀x ∈ Qp, ∃P ∈ Q(x1, · · · , xn)[X] \ {0} t.q. P (x) = 0.

On introduit alors l’ensemble suivant :

E :=
⋃

P∈Q(x1,··· ,xn)[X]
P 6=0

{x ∈ Qp t.q. P (x) = 0}.

En particulier, d’après (5), on a l’inclusion suivante :

(6) Qp ⊆ E.

Or, Q étant dénombrable, Q(x1, · · · , xn) et Q(x1, · · · , xn)[X]\{0} le sont aussi.
Par ailleurs, Qp étant un corps, pour tout P ∈ Q(x1, · · · , xn)[X] \ {0}, on a :

#{x ∈ Qp t.q. P (x) = 0} <∞.
Dès lors, E est dénombrable comme union dénombrable d’ensembles finis. Fi-
nalement, d’après (6), Qp est dénombrable, ce qui contredit la proposition 3.3.
D’où le résultat annoncé.

�

Corollaire 3.5. Quel que soit n ∈ N>1, il existe {µ1, · · · , µn} ⊆ Qp qui soit
algébriquement indépendant sur Q.

Preuve. Soit S une base de transcendance de Qp/Q, d’après le corollaire 3.4,
S est de cardinal infini, si bien que pour tout n ∈ N>1, S contient un ensemble
de cardinal n, disons {µ1, · · · , µn}. Comme S est algébriquement indépendant,
{µ1, · · · , µn} l’est également. D’où le résultat annoncé.

�

Lemme 3.6. Soient d un entier naturel non nul et (x, y) un élément de
(
Zpd
)2

.

Si x−y ∈ pZpd, alors quel que soit f ∈ Zp[X1, · · · , Xd], on a f(x)−f(y) ∈ pZp.
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Preuve. Soit (h1, h2) ∈ Zp[X1, · · · , Xd]
2 tel que :

∀i ∈ {1, 2}, hi(x)− hi(y) ∈ pZp.
On constate alors que h1 + h2 et h1h2 satisfont aussi à cette même propriété.
En effet, on remarque que l’on a les deux égalités suivantes :

(h1 + h2)(x)− (h1 + h2)(y) = (h1(x)− h1(y)) + (h2(x)− h2(y)),

(h1h2)(x)− (h1h2)(y) = g(x)(h1(x)− h1(y)) + f(y)(h2(x)− h2(y)).

Or, par hypothèse sur (x, y), on a :

∀i ∈ J1, dK, Xi(x)−Xi(y) ∈ pZp.
Ainsi, tout élément de Zp[X1, · · · , Xd] étant une somme de produits de (Xi)i∈J1,dK,
on a le résultat annoncé.

�

Proposition 3.7. Soit f ∈ Zp[X], supposons qu’il existe α0 ∈ Zp tel que :

f(α0) ∈ pZp et f ′(α0) 6∈ pZp,
alors il existe un unique α ∈ Zp satisfaisant à f(α) = 0 et α− α0 ∈ pZp.

Preuve. D’après la formule de Taylor, il existe g ∈ Zp[X, Y ] tel que l’on ait :

(7) ∀(x, y) ∈ Zp2, f(y) = f(x) + (y − x)f ′(x) + (y − x)2g(x, y).

On montre alors l’existence et l’unicité séparément.

• Existence. On construit par récurrence (αn)n∈N ∈ ZpN telle que :

∀n ∈ N, f(αn) ∈ pn+1Zp et f ′(αn) 6∈ pZp.
On exige de plus que (αn)n∈N satisfasse à :

∀n ∈ N>1, αn − αn−1 ∈ pnZp.
◦ Initialisation. Si n = 0, α0 convient par hypothèse.

◦ Hérédité. Soit n > 1, on suppose avoir construit αn−1, alors comme
f ′(αn−1) 6∈ pZp, d’après la proposition 1.7 et la remarque 1.8, il vient :

f ′(αn−1) ∈ Zp×.
Ainsi, nous sommes en mesure de définir l’élément de Zp suivant :

αn := αn−1 − f(αn−1)f ′(αn−1)−1.

Par construction f(αn−1) ∈ pnZp et on a alors :

(8) αn−1 − αn ∈ pnZp.
Par ailleurs, en appliquant (7) en (x, y) = (αn−1, αn), il vient :

f(αn) = (αn − αn−1)2g(αn−1, αn).

Dès lors, d’après (8), f(αn) ∈ p2nZp et comme n > 1, on a :

(9) f(αn) ∈ pn+1Zp.
En outre, comme n > 1, d’après (8) et le lemme 3.6, il vient :

f ′(αn)− f ′(αn−1) ∈ pZp.
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Par conséquent, comme f ′(αn−1) 6∈ pZp, on en déduit que l’on a :

(10) f ′(αn) 6∈ pZp.
Finalement, d’après (8), (9) et (10), le αn construit convient.

Soit (m,n) ∈ N2, d’après le point iii. de la proposition 1.21, on a :

(11) |αn+m − αn|p 6 max
k∈J1,mK

|αn+k − αn+k−1|p.

Or, par construction de (αn)n∈N, quel que soit k ∈ J1,mK, on a :

|αn+k − αn+k−1|p 6 p−(n+k).

Dès lors, d’après (11), on en déduit que l’on a :

|αn+m − αn|p 6 p−n.

Par conséquent, on a montré que (αn)n∈N satisfaisait à :

∀n ∈ N2, sup
m∈N
|αn+m − αn|p 6 p−n.

Ainsi, lim
n→+∞

sup
m∈N
|αn+m − αn|p = 0 et (αn)n∈N est une suite de Cauchy.

D’après la proposition 1.29, (αn)n∈N est convergente, disons vers α ∈ Zp.
Par construction de (αn)n∈N et d’après la remarque 1.17, on a :

∀n ∈ N, |f(αn)|p 6 p−n.

Dès lors, par passage à la limite quand n tend vers +∞, il vient :

lim
n→+∞

f(αn) = 0.

Comme f est continue en α = lim
n→+∞

αn, on en déduit que l’on a :

(12) f(α) = 0.

En outre, par construction de (αn)n∈N et d’après la remarque 1.17, on a :

∀n ∈ N, |αn − α0|p 6 p−1.

Dès lors, par passage à la limite quand n tend vers +∞, on a :

lim
n→+∞

|αn − α0|p 6 p−1.

| · |p étant continue (1-lipschitzienne) en α = lim
n→+∞

αn, on en déduit que

|α− α0|p 6 p−1 et d’après la remarque 1.17, il vient :

(13) α− α0 ∈ pZp.
Finalement, d’après (12) et (13), le α construit convient.

• Unicité. On suppose qu’il existe (α1, α2) ∈ Zp2 tel que :

∀i ∈ {1, 2}, f(αi) = 0 et αi − α0 ∈ pZp.
Par conséquent, d’après (7) appliqué en (x, y) = (α1, α2), on a :

(14) (α2 − α1)f ′(α1) + (α2 − α1)2g(α1, α2) = 0.
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Comme α1−α0 ∈ pZp, d’après le lemme 3.6, on a f ′(α1)− f ′(α0) ∈ pZp.
Dès lors, comme f ′(α0) 6∈ pZp, on en déduit que l’on a f ′(α1) 6∈ pZp et
d’après la proposition 1.7 et la remarque 1.8, il vient :

f ′(α1) ∈ Zp×.
En particulier, d’après (14), on a :

α2 − α1 = −(α2 − α1)2g(α1, α2)f ′(α1)−1.

En prenant la norme p-adique de cette égalité, d’après le point ii. de la
proposition 1.21 et la remarque 1.20, il vient :

(15) |α2 − α1|p 6 |α2 − α1|p2.

Or, comme α2 − α1 ∈ pZp, d’après la remarque 1.17, on a :

(16) |α2 − α1|p < 1.

Finalement, d’après (15) et (16), |α2 − α1|p = 0 et d’après le point i. de
la proposition 1.21, il vient α1 = α2.

D’où le résultat annoncé.
�

Théorème 3.8. (Cassels [3]) Soit K/Q une extension finiment engendrée et
soit S un sous-ensemble fini de K, il existe alors une infinité de nombres pre-
miers p tel qu’il existe un plongement α : K ↪→ Qp satisfaisant à :

∀s ∈ S, α(s) ∈ Zp.

Preuve. K/Q admet une base de transcendance finie, notons la {x1, · · · , xm}.
Dans le cas contraire, K ne serait pas finiment engendré sur Q, contradiction.
On introduit alors le corps suivant :

k := Q(x1, · · · , xm).

Par ailleurs, K/k est une extension séparable de degré fini ; en effet, k est de
caractéristique zéro et l’extension K/k est algébrique et finiment engendrée.
Par conséquent, d’après le théorème de l’élément primitif [13], il existe y ∈ K
algébrique sur k satisfaisant à :

(17) K = k[y].

Dès lors, quel que soit s ∈ S, il existe (Us, Vs) ∈ Z[X1, · · · , Xm, Y ]×Z[X1, · · · , Xm]
avec Vs 6= 0 tels que l’on ait l’égalité suivante :

(18) s =
Us(x1, · · · , xm, y)

Vs(x1, · · · , xm)
.

Quitte à multiplier le polynôme minimal de y dans K/k par le produit des
dénominateurs de ses coefficients, on dispose d’un polynôme annulateur de y
qui est irréductible sur k et à coefficients dans Z[x1, · · · , xm], notons le G.
Notamment, il existe H ∈ Z[X1, · · · , Xm, Y ] satisfaisant à :

(19) H(x1, · · · , xm, Y ) = G(Y ).

Soit H0 ∈ Z[X1, · · · , Xn] le coefficient dominant de H en l’indéterminée Y .
Comme G est irréductible sur k de caractéristique 0, on en déduit que G est
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séparable, c’est-à-dire que son discriminant est non nul. Plus précisément, le
discriminant de G est de la forme ∆(x1, · · · , xn), où ∆ ∈ Z[X1, · · · , Xn] \ {0}.
Ainsi, {Vs}s∈S ∪ {H0,∆} forme un sous-ensemble fini de Z[X1, · · · , Xm] \ {0}
et d’après le lemme 3.1, il existe (a1, · · · , am) ∈ Zm tel que l’on ait :

H0(a1, · · · , am) 6= 0,(20)

∆(a1, · · · , am) 6= 0,(21)

∀s ∈ S, Vs(a1, · · · , am) 6= 0.(22)

Comme G est irréductible sur k, on déduit de l’égalité (19) que H est de degré
au moins égal à 1 en l’indéterminée Y . Ainsi, d’après (20), H(a1, · · · , an, Y )
est non constant et d’après la proposition 3.2, il existe une infinité de nombres
premiers p tels que H(a1, · · · , am, Y ) ait une racine modulo p. Or, d’après (21)
et (22), les diviseurs premiers de ∆(a1, · · · , am) et Vs(a1, · · · , am), s ∈ S sont
en nombre fini. Dès lors, il existe un infinité de nombres premiers p tel que :

∃b ∈ Z t.q. H(a1, · · · , am, b) ≡ 0 mod p,(23)

∆(a1, · · · , am) 6≡ 0 mod p,(24)

∀s ∈ S, Vs(a1, · · · , am) 6≡ 0 mod p.(25)

Par ailleurs, d’après le corollaire 3.5, il existe {µ1, · · · , µm} ⊆ Qp un ensemble
algébriquement indépendant sur Q, quitte à multiplier chacun des µi, i ∈ J1,mK
par l’entier naturel pn, où n := max

i∈J1,mK
vp(µi) + 1, on suppose que l’on a :

(26) ∀i ∈ J1,mK, µi ∈ pZp.
Quel que soit i ∈ J1,mK, on définit l’élément de Zp suivant :

ξi := µi + ai.

Dès lors, par construction des ξi, i ∈ J1,mK, d’après le lemme 3.6, il vient :

H(ξ1, · · · , ξm, b)−H(a1, · · · , am, b) ∈ pZp,
∆(ξ1, · · · , ξm)−∆(a1, · · · , am) ∈ pZp.

Par conséquent, d’après (23) et (24), on en déduit que l’on a :

H(ξ1, · · · , ξm, b) ∈ pZp,(27)

∆(ξ1, · · · , ξm) 6∈ pZp.(28)

Par construction, ∆(ξ1, · · · , ξm) est le discriminant de H(ξ1, · · · , ξm, Y ) et avec
(24), on en déduit que les racines de H(ξ1, · · · , ξm, Y ) modulo pZp sont simples.
En particulier, d’après (27), il vient :

H ′(ξ1, · · · , ξm, b) 6∈ pZp.(29)

Ainsi, d’après (27), (29) et la proposition 3.7, il existe z ∈ Zp satisfaisant à :

H(ξ1, · · · , ξm, z) = 0.

Supposons par l’absurde que {ξ1, · · · , ξm} ⊆ Qp ne soit pas algébriquement
indépendant sur Q, alors il existe P ∈ Q[X1, · · · , Xm] \ {0} tel que l’on ait :

P (µ1 + a1, · · · , µm + am) = 0.
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Alors, comme les ai, i ∈ J1,mK sont des entiers relatifs, le binôme de Newton
appliqué à P (µ1 + a1, · · · , µm + am) fournit Q ∈ Q[X1, · · · , Xm] \ {0} tel que :

Q(µ1, · · · , µm) = 0,

ce qui contredit l’indépendance algébrique de l’ensemble {µ1, · · · , µm} sur Q.
Dès lors, nous sommes en mesures de définir le morphisme d’anneaux suivant :

α :

 Q(x1, · · · , xm)[y] → Q(ξi, · · · , ξm)[z]
xi 7→ ξi
y 7→ z

.

Comme on a Q(ξi, · · · , ξm)[z] ⊆ Qp, α réalise un plongement de K dans Qp.
En outre, d’après la remarque 1.20, on a :

(30) ∀s ∈ S, |Us(ξ1, · · · , ξm, z)|p 6 1.

De plus, d’après le lemme 3.6, on a :

∀s ∈ S, Vs(ξ1, · · · , ξm)− Vs(a1, · · · , am) ∈ pZp.
Dès lors, d’après (25), on en déduit que l’on a :

∀s ∈ S, Vs(ξ1, · · · , xm) 6∈ pZp
Ainsi, d’après la remarque 1.17, il vient :

(31) ∀s ∈ S, |Vs(ξ1, · · · , ξm)|p = 1.

Finalement, d’après (18), (30) et (31), on a :

∀s ∈ S, α(s) ∈ Zp.
D’où le résultat annoncé.

�

3.2. Le cas des automorphismes linéaires.

Lemme 3.9. Soit p premier, les anneaux Zp/pZp et Z/(p) sont isomorphes.

Preuve. L’application suivante est un morphisme d’anneaux :

ϕ :

{
Zp → Z/(p)

(xn)n∈N>1
→ x1

.

Soient x ∈ Z/(p) et x ∈ Z satisfaisant à x = x mod p, alors on a :

ϕ(i(x)) = x.

Ainsi, ϕ est surjectif. Or, d’après la proposition 1.7 et la remarque 1.8, on a :

ker(ϕ) = pZp.
Par conséquent d’après le théorème de factorisation, il vient :

Zp/pZp ∼= Z/(p).
D’où le résultat annoncé.

�

Remarque 3.10. D’après le lemme 3.9, Zp/pZp est un corps.
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Corollaire 3.11. Soient p un nombre premier et d un entier naturel non nul,
alors tout élément de GLd(Zp/pZp) est d’ordre fini.

Preuve. D’après le lemme 3.9, Zp/pZp est fini, ainsi GLd(Zp/pZp) est aussi fini.
D’où le résultat annoncé.

�

Remarque 3.12. L’ordre d’un élément de GLd(Zp/pZp) divise

#GLd(Zp/pZp) =
d−1∏
i=0

(
pd − pi

)
.

Théorème 3.13. (Skolem [15], Mahler [11], Lech [10]) Soient k un corps de
caractéristique 0 et (un)n∈N une suite récurrente linéaire sur k, alors l’ensemble :

{n ∈ N t.q. un = 0}
est union d’un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.

Preuve. Il existe d ∈ N>1 et a0, · · · , ad−1 dans k avec a0 6= 0k tels que :

(32) ∀n ∈ N, un+d =
d−1∑
i=0

aiun+i.

Soit K l’extension de Q engendrée par u0, · · · , ud−1 et a0, · · · , ad−1, d’après le
théorème 3.8, il existe p > 3 premier et un plongement α : K ↪→ Qp tels que :

α(u0), · · · , α(ud−1), α(a0), α(a0)−1, α(a1), · · · , α(ad−1) ∈ Zp.
Par conséquent, en pensant à α comme à une inclusion, nous sommes en mesure
de supposer que a0, a0

−1, a1, · · · , ad−1 ∈ Zp et que (un)n∈N est une suite de Zp.
On note A la matrice compagnon associée aux a0, · · · , ad−1 et on introduit :

∀n ∈ N, vn :=

 un
...

un+d−1

 .

À l’aide de (32), on montre par récurrence que l’on a :

(33) ∀n ∈ N, vn = Anv0.

Soit f l’élément de Zp[X1, · · · , Xd]
d obtenu par multiplication à droite de A

par le vecteur colonne constitué des X1, · · · , Xd, Ainsi, d’après (33) il vient :

(34) vn = fn(v0).

En développant le déterminant de A par rapport à sa première colonne, on a :

(35) det(A) = (−1)d+1a0.

On note A la matrice obtenue en réduisant modulo pZp les coefficients de A.
De cette manière, d’après (35), il vient :

(36) det
(
A
)

= (−1)d+1a0 mod pZp.

Or, comme a0 ∈ Zp×, d’après la proposition 1.7 et la remarque 1.8, on a :

(37) a0 mod pZp 6= 0.
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Ainsi, d’après (36), (37) et la remarque 3.10, on en déduit que l’on a :

A ∈ GLd(Zp/pZp).

Dès lors, en notant Id l’élément neutre de Md(Zp), d’après le corollaire 3.11,
il existe m ∈ N>1 tel que l’on ait l’égalité suivante dans Md(Zp/pZp) :(

A
)m

= Id.

En d’autres termes, il existe B ∈Md(Zp) satisfaisant à l’égalité suivante :

(38) Am = Id + pB.

Soit I := (X1, · · · , Xd), en multipliant (38) par le vecteur colonne constitué
des X1, · · · , Xd, on obtient l’existence de h ∈ Zp[X1, · · · , Xd]

d tel que :

fm = I + ph.

Autrement dit, on a fm − I ∈ pZp[X1, · · · , Xd]
d et d’après le théorème 2.13,

quel que soit i ∈ J0,m − 1K, il existe gi ∈ Qp[[X]]d qui converge en chaque
point de Zp et satisfaisant à la relation suivante :

∀n ∈ N, gi(n) = fmn(vi).(39)

Par conséquent, d’après (34) et (39), il vient :

∀n ∈ N, vmn+i = gi(n).(40)

Cependant, d’après le théorème 1.37, quel que soit (i, j) ∈ J0,m− 1K× J1, dK,
on a la dichotomie suivante :

• La j ème composante de gi est nulle, ce qui avec (40) implique que l’on a :

∀n ∈ N, umn+i+j−1 = 0.

• La j ème composante de gi ne s’annule qu’un nombre fini de fois dans Zp,
ce qui avec (40) implique que l’on a :

#{n ∈ N t.q. umn+i+j−1 = 0} <∞.

{mn+ i+ j − 1;n ∈ N}i∈J0,m−1K
j∈J1,dK

recouvrant N, on a le résultat annoncé.

�

Compte tenu de la discussion faite lors de l’introduction, nous venons également
d’établir le théorème suivant :

Théorème 3.14. Soient k un corps de caractéristique zéro, x ∈ kd et σ un
automorphisme linéaire de kd. Si H est un hyperplan de kd, alors l’ensemble :

{n ∈ N t.q. σn(x) ∈ H}

est union d’un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.
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3.3. Le cas des automorphismes polynomiaux affines.

Définition 3.15. Soit X un sous-ensemble de kd, X est une sous-variété de
Ad
k si et seulement s’il existe P1, · · · , Pm ∈ k[X1, · · · , Xd] tels que l’on ait :

X :=
{

(x1, · · · , xd) ∈ kd t.q. ∀i ∈ J1,mK, Pi(x1, · · · , xd) = 0
}
.

Remarque 3.16. Autrement dit, une sous-variété de Ad
k est l’ensemble des

zéros communs sur k d’un ensemble fini de polynômes à d variables.

Théorème 3.17. (Bell [1]) Soient k un corps de caractéristique zéro, x ∈ Ad
k et

σ un automorphisme de Ad
k. Si X est une sous-variété de Ad

k, alors l’ensemble :

{m ∈ Z t.q. σm(x) ∈ X}
est union d’un ensemble fini et d’un nombre fini de progressions arithmétiques.

Soient x1, · · · , xd les coordonnées de x dans k et f1, · · · , fd, respectivement
g1, · · · , gd, les coordonnées de σ, respectivement de σ−1, dans k[X1, · · · , Xd].
Par ailleurs, il existe P1, · · · , Pm dans k[X1, · · · , Xd] tels que X soit l’ensemble
des zéros communs dans k de P1, · · · , Pm. On pose alors S l’ensemble constitué
des x1, · · · , xd et des coefficients dans k de f1, · · · , fd, g1, · · · , gd, P1, · · · , Pm.
Dès lors, en notant K le corps engendré par S sur Q, d’après le théorème 3.8,
il existe un nombre premier p > 3 et un plongement α : K ↪→ Qp tels que :

∀s ∈ S, α(s) ∈ Zp.
Par conséquent, en pensant à α comme à une inclusion, nous sommes en mesure
de supposer que x ∈ Ad

Zp
, que σ est un automorphisme de Ad

Zp
et que X est

définie par des polynômes à coefficients dans Zp. Finalement, pour établir
complètement le théorème 3.17, il resterait à montrer que le théorème 2.13
s’applique à une itérée de σ et l’on conclurait en utilisant le théorème 1.37.
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Annexe A. Base de transcendance d’une extension de corps

Soit L/K une extension de corps.

Définition A.1. Soit S un sous-ensemble de L, S est algébriquement indépendant
sur K si et seulement si pour toute partie finie {x1, · · · , xn} de S, on a :

∀P ∈ K[X1, · · · , Xn], P (x1, · · · , xn) = 0⇒ P = 0.

Définition A.2. Soit S un sous-ensemble de L, S est une base de transcen-
dance de L/K si et seulement si S satisfait aux propriétés suivantes :

i. S est algébriquement indépendant sur K.

ii. L est algébrique sur K(S).

Proposition A.3. Soit S un sous-ensemble de L, alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

i. S est une base de transcendance de L/K.

ii. S est algébriquement indépendant sur K et maximal pour cette propriété,
ainsi pour tout x ∈ L, S ∪ {x} est algébriquement dépendant sur K.

Preuve. On procède par double implication.

• Supposons que S soit une base de transcendance de L/K, alors S est
algébriquement indépendant sur K. Par ailleurs, si x ∈ L, comme L est
algébrique sur K(S), il existe F ∈ K(S)[X] \ {0} tel que l’on ait :

F (x) = 0.

F ayant un nombre fini de coefficients dans K(S) et les éléments de
K(S) étant des fractions rationnelles en un nombre fini d’éléments de S,
il existe x1, · · · , xn ∈ S tels que F ∈ K(x1, · · · , xn)[X] \ {0}. Ainsi, en
multipliant F par le produit des dénominateurs de ses coefficients, on
obtient P ∈ K[x1, · · · , xn][X] \ {0} satisfaisant à :

P (x) = 0.

En d’autres termes, il existe P̃ ∈ K[X1, · · · , Xn+1] \ {0} tel que l’on ait :

P̃ (x1, · · · , xn, x) = 0.

Dès lors, S∪{x} est algébriquement dépendant sur K. Finalement, S est
algébriquement indépendant sur K et est maximal pour cette propriété.

• Supposons que S soit algébriquement indépendant sur K et maximal
pour cette propriété, supposons par l’absurde que L ne soit pas algébrique
sur K(S), il existe alors x ∈ L transcendant sur K(S), on obtiendra une
contradiction en montrant que S ∪ {x} est algébriquement indépendant.
Pour ce faire, comme S est algébriquement indépendant sur K, il suffit de
montrer que pour tout x1, · · · , xn ∈ S, {x1, · · · , xn, x} est algébriquement
indépendant sur K. Or, puisque x est transcendant sur K(S), il vient :

∀P ∈ K(S)[X], P (x)⇒ P = 0.
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En particulier, on en déduit que pour tous x1, · · · , xn ∈ S, on a :

∀P ∈ K[X1, · · · , Xn, X], P (x1, · · · , xn, x) = 0⇒ P = 0.

Ainsi, S∪{x} est algébriquement indépendant sur K, ce qui contredit la
maximalité de S. Finalement, S est une base de transcendance de L/K.

D’où le résultat annoncé.
�

Lemme A.4. Soient I un ensemble de parties de L et {x1, · · · , xn} ⊆
⋃
S∈I

S.

Si (I,⊆) est totalement ordonné, alors il existe S ∈ I contenant {x1, · · · , xn}.

Preuve. On procède par récurrence sur n.

• Initialisation. Si n = 1, x1 ∈
⋃
S∈I

S et il existe S ∈ I contenant x1.

• Hérédité. Soit n > 2, on suppose qu’il existe Sn−1 ∈ I tel que l’on ait :

{x1, · · · , xn−1} ⊆ Sn−1.

Par ailleurs, d’après l’étape d’initialisation, il existe Sn ∈ I contenant xn.
Or, (I,⊆) étant totalement ordonné, on suppose sans perte de généralité
que Sn−1 est contenu dans Sn, si bien que Sn contient {x1, · · · , xn−1}.
Finalement, on a {x1, · · · , xn} ⊆ Sn.

D’où le résultat annoncé.
�

Proposition A.5. Il existe au moins une base de transcendance de L/K.

Preuve. Soit E l’ensemble des parties algébriquement indépendantes de L/K.
On commence par constater que l’ensemble E est non vide, en effet, ∅ ∈ E.

Soit I une partie de E totalement ordonnée pour l’inclusion, alors
⋃
S∈I

S ∈ E.

En effet, sinon il existerait {x1, · · · , xn} ⊆
⋃
S∈I

S et P ∈ K[X1, · · · , Xn] non

nul satisfaisant à l’égalité suivante :

P (x1, · · · , xn) = 0.

D’après le lemme A.4, il existerait alors S ∈ I ⊆ E tel que l’on ait :

{x1, · · · , xn} ⊆ S.

Dès lors, S serait algébriquement dépendant sur K et S 6∈ E, ce qui n’est pas.
Par conséquent, d’après le lemme de Zorn [4], E contient un élément maximal.
Finalement, d’après la proposition A.3, L/K admet une base de transcendance.
D’où le résultat annoncé.

�

Remarque A.6. On pourrait montrer que toutes les bases de transcendance
de L/K ont même cardinal [9], on l’appelle le degré de transcendance de L/K.
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